Megoldasok

10.

O 0 9 & L bW

6.
7.

N0 9 N L bW N = N

N oW = N

. Szamhalmazok
.a)48 b)0 ¢) 70
8
.0;2;12;62;312
.2;3;9;30;273; 8193
. Miiveletek racionalis szamokkal
13 5
.a) — b) 2 c) —
) 10 ) ) 3
. a) az elso: %, a masodik: 1,428. A masodik nagyobb b) az els6:1,3125, a masodik: 1,2. Az elsé nagyobb.
.175m
. A megtakaritott pénz: 1400000 Ft. A leko6tott pénz: 840000 Ft.
. a) 332 liter b) 61752 liter
.a) 160 kg b) ~ 11,8%
. 250; 350; 490, 686; 960,4
. 169 cm
. 144 oldalas
100 f6
. Részhalmaz fogalma
LK =1{21;22;23; ...;44}, L = {21,32;43},LC K
.a)BCA4,CC4 b)RCT,RCD oONCGCPCT dccMLcMm
24

. Kételemi részhalmazok: {13;18} {13;23} {13;28} {13;33} {18;23} {18;28} {18;33} {23;28} {23;33} {28:;33} Ez alapjan mar

konnyen megadhatok a haromelemt részhalmazok.

- [=13]c]-2:3], [0,6;2,3] € [0;2008]

. Miiveletek halmazok kozott
-a) {1;3;6} b) @ ) {1;2;3;6;7} d) {1;2;3;6; 7} e) {48} f) {5;9; 10} g) {4:8}
h) @ %] o k) {2,5;7;9; 10} ){2,4,5,7;8;9; 10} m){1;3;6}

. Az a) és d) egyenld, mindkett6 a { 0; 1; 2; 3; 4; 5;7; 8; 9; 10} halmaz, valamint a b) és ¢) egyenld, mindkettd a {0; 3; 4; 7} hal-
maz.

. Az a) és c) egyenld, mindkettd a {12; 13} halmaz, valamint a b) és d) egyenlé mindketté a {11; 12; 13; 14; 16; 17; 18} hal-
maz.

.a)A=1{2;3;4;,10},B={4;5,6;7;, 10} b)4d={1;3;4;5,6;,7;8},B=1{2;3;4,5,6;7;8;,9}
A=1{2;3;4;5"7},B=1{1,2;3;5;6;7;8,9},C= {4;5;6;, 7}

AxB = {(1;3), (1:4), (1;5), (2;3), (Z;4), (2;5), (3;3), (3:4), (3:5), (4:3), (4:4), (4:5)}

. Logikai szita, egyszeriibb dsszeszamlalasok

. Mindkett6 szakkorre 2-en jarnak.

. Az osztaly létszama: 30. Kozepes dolgozatot 9-en irtak.

. A bevétel 5840 Ft

. angol: 24, német: 18, spanyol: 9

. Mindhéarom szakkorre 2-en jarnak.

. Legalabb az egyikkel 571, pontosan az egyikkel 500, egyikkel sem 429 darab szam oszthato.

.a)233 b) 468 c) 734 d) 266

. 7776 db 6tjegyl szamot kaphatunk, 3125 db szamban nem szerepel az 1-es, 4651 db szamban szerepel az 5-6s.



9. 4320 db hatjegyt, kiilonboz6 szamjegyekbdl allé szam képezhetd a megadott szamjegyekbdl, ebbdl 1320 oszthato ottel.

10. 666 o6ra 40 perc
11. a) 5416 b) 920

—

. Betiis kifejezések a matematikaban

5.a)4 b) 7 ) -3 d)2,5

17
e —_——
) 5

38
b=

3 7 1 3
6. a) R\{g} b) R\{0} c) R\{—Z} d) R\{0;—5} e) R\{E;_4} f) R\{-”;—E}

2. Pozitiv egész kitevéjii hatvany
2.a) A =324, B=-864,C =216
d)4=21,B=22050,C=1024

D)A=5B=-9C=1

) A =49, B =54,C = 6561

15 1
3.a) Y b) o c) 512 d) 1250 e) 196 ) 0,03
4. 2)a" b) 5 ¢) & d) e) be f) f
5.= 177156 Ft
3. Egész kitevoji hatvany
1 L b) 27 100 d) 1000 025 7 32 h) 45

) o ) 0] ) 9 Dy ® )
1
2.a)d b) — c) ¥'x”’ d)1
4a

3. a) egyenldk b) az elsé nagyobb ¢) a masodik nagyobb d) az els6 nagyobb

. Szamok normalalakja
. ~9,46-10"” km
4,66-107

. 3,27-10°

. 3,58-10% N

. = 96,6%-kal

O ® 9 N L A A

1cm

5. Algebrai egész Kkifejezések

2.2a)9x -4 b) —4x* —3x* +2x—3 ¢) 17a°b*> +ab® —ab—11
e) abc—a’ +4a*bc —ab’c —5Sabc® +72 f) ﬂxy—gx—zy—i—i
21 8 4 3
3.a) 5x2—12x—|—2 b) 7x2—§x—|—8 c) —lxz—éx—l—z d) 2x2—§x—|—i
2 5 3 2 6 4 5 3
23 , 7 17 89 , 111 38
— X +—x+— g) —X ——x+—
6 10 3 12 5 3
4.a) 12x* —16x b) 6x%y —4xy* +8x’y> —2xy c) 12y* =5y -2 d) 20a” +18a+ 4

e) —15b> +7b+2
i) 2x° —11x* +17x -5

f) 5x°y* —Txy—6

b) 2x*y —5xy* —8xy+20y
f) y' =y —5y+6

5.a) 3x* +4x+10
e) —8b” —219h—256

g) 2x* —7x* —15
i) 3a® —2a*b+a’b* —6a’bh + 4ab® —2b°

¢) 5a’> +3a—11
g) —6x° —x* +31x—10

h) 8x*y* +2x’ya—a’

d) 54° —17a+3
h) 2x* -2

g2) R\ {—2; 2;

i) 98

k) x®=3x" +2x* —x* +3x -2

5

d) 2x° —x* +xp—5x"y +14xy” —3x+1
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6.Nevezetes szorzatok

1.

10.

I1.

.a

2
a) x> —20x+100 b) b* +14b+49 c) 16x2—12x+2 d) 9y2+Ey+§ e) 1a2+lac+9i
4 4 64 9 2 16
4 ., 2 6 3.4 8 04445 144p" L9 4 s 4 4o
— " —8yz+100z a’ —8a’x" +16x h) —+—-c¢'b” +—— ) —x"y"—x"y" +—x
D35y —8 g )37 49 ) ety Yy gy
J) éasb‘l +4a7b3 +%aﬁb2 k) £b402 _l4bﬁc4 +9b866 1) EaanZthZ_zaanZbZn +§a2n74b2n+2
49 25 9 25 16
4y? 164>  4b° X 25"
L) ad—144 by A —144 o) % 16> d) - ¢ 2 25h* — ¢ R
) ) ) ) 25 9 ) 9 25 2 & 16 9
.a) 3a’ 49 b) —2x* +28x+21 c) —18a+33 d) 3a® +6a*b’ +9b* — 24" +2b°
. 2 anégyes maradéka
. 0 az 6t6s maradéka
5 N ) 5 5 ) ) 5 a d’c 2ac® 8
.a) 8x” —36x"y+54xy” —27y b) a’ +12a°b+48ab” + 64b c) §_7+T_2_7
d) b° —6b*c® +12b7c* —8c° e) 27y +54y°2° 436y*2" + 82"
.a) a’ +8 b) x* —27 c) y°* —64 d) @’ +1
a) a* +4b* 4 c* +4ab + 2ac + dbc b) 4x* +9y” +25+12xy +20x +30y
¢) a’ +16b> +c* —8ab +2ac —8hc d) x> +y> +42> —2xy—4dxz +4yz
a) x’ +6x°y+18xy> —6)° b) 83a’ +90a’h—18ab’> +20b°

. Szorzatta alakitas
.a) 3a(x—3) b) 7a*(2a —3) ) 6x*(3x* —4) d) ab’>(b+a’) e) Sa’bh*(5a°b—3—Tab*)
.a) (a—b)(4x+3y) b) (x—a)(x—4) ¢) (7Ta—5¢c)(3a—4b) d) 2a—y)(12x—5b) e) (y+(’ +1)y

.a) (@—6)° b)) 9dx+y) ) (-8 d) [%zf — 204] e) 2a—9)R2a+9) ) (P +y)x+y)(x—y)

s, b)[, 5 b : .
g) [4a +§][4a —5] h) 2x—3—»)2x—3+y) i) (a—4)(a+8) j) [%b+§][% —%] K) (k—7—y)(k—3+y)
.a) (x—2)(x—6) b) (x+2)(x+8) ¢) (x—17)(x—"7) d) 5(x—35)(x—1) e) —3(x—3)(x—1)
) —2(x+6)(x +4)
La) (x+ ) (x—y—=D b) 14ax(1—x)* c) (x—=2y)(x—2y—3) d) (4—2x+5y)(4+2x—5y)
e) (a—6)(a—2)(a+2) ) (* +x+ D" —x+1)
2 3 11
.a) {0;12} D) {o,g} ¢) {10}  d) {_Z} e) {1;100 D {-13;-1} g {0’_5’El h) {1}
.a) (x+y) b) (a—b)’ ¢) (x+1)° d) (c—2) e) Bx+y)
ca) (x—2)(x" +2x+4) b) (v +3)(»* —3y+9) ) (a—1)(a* +a+1) d) (5¢+1)(25¢* —5¢c+1)
e) (2a—3b)(4a’ +6ab +9b*) ) (4x+5y)(16x* —20xy +25y7)
. Algebrai tortek
Ly 202 o b) 3 x=3%-30 o X v 130 a3 s
X x(x+3) Sx (x—=5)x
x+3 . 2(a+Db) 1 a—b
8; 4 ey — T 4=
s Dm0y P 9L N e ey T
4x" +42x+18 18 B y+1 ~7y" +2y—1 o
T Y Dyt 95y Tt 9oy TR
L 17y +17 _ _—14a-6 __ 40’ +a+7
e) 2a:sl, 1 f) O 33y y=0-3 2) @t D@1y a=1—1 h) g a=2



—_ =
—_ O

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.

10.
.2) 916 b) 217 ¢) 23635 d) 22512

. a) 111000, b) 12221, ¢) 31031, d) 116311,
. a) (12)(34)(54)(10) b) 2303, c) 185,

.a) 11010, b) 44130,

.a)

O UL AW — O

X x+2 x = 24 0 20(x—10)
x+1 2(x—2) X

4x+10 5 1

x=1;0—1 b)

e)

x=—:06
x—06 2 D a+b

lal=bla=0,b=0

.a)x+4 xi_é;“ b)a a=1-1-3 Ol a=————

. Szamelmélet

.a)i b) i c)i d)i e)n
.a)C b) C c)B d)B e) A HC g) A
. A szam végzodése: 4.

. Nem, mert mindig oszthat6 17-tel, ha 17]20x — 7y

. A négyzetszamok végzddése: 0, 1, 4, 4, 6, 9. Nem, mert 7-re végzodik.
. A szorzat: 0.

. Mind az a) mind a b) esetben egy.

192
12

. Igen pl. 48.

hato6 nyolccal.
a) 21 b) 250
22 33
pl. 6, 10, 15
Legalabb 385 csempére van sziikség.
)b
6750 2700
1 és392,1ill. 8 és 49

a)Hay =0, akkorx =0; 3;6;9,hay =5 akkorx = 1;4; 7.

b) Hax =0, akkor y = 1; 4; 7, hax = 4, akkor y = 0; 3; 6; 9, hax = 8, akkor y = 2; 5; 8.

c¢)Hay =0, akkorx =6, hay =5, akkorx = 1.
d) Ha y = 4, akkor x = 5.

Haromszor.

A négyzetszamok.

Szamrendszerek

x=3;7
x=20;3

.a)x=10 b) x lehet barmely 2-nél nagyobb pozitiv egész szam.

A filggvények feladatainak eredményel

1.
1.

A fiiggvény fogalma, jelolések, elnevezések
a) Az fés a h fiiggvény. b) Az f'kdlcsondsen egyértelmil.
D, ={0;1;2;3}, R, ={-520;2;7}, f(2)=2

D, ={0;1;2;3}, R, ={-5,20;7}, h(2)=0

x=10—10;0

d)2a+6 a=3—2

. Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor és csak akkor oszthatd nyolccal, ha az utolsé harom szamjegyébdl képezett szam oszt-
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2. a) fiiggvény b) nem fiiggvény c) fliggvény d) nem fliggvény e) fliggvény f) nem fliggvény
3 4 9 11 4] 69
6.a 2)=—1 f(l)=—=, f(—2)=-7, f|-—=|=-6, g(2)=—=, g(1)=2, g(2)=——, g|—=|=—
) F@) =15 0)=-3. 5= 7[-3)=-6 @)=L et)=2 e(-=-Y. o-}|-Z
b) 15 ¢)-3,5 d) —5—33
7.a) egyenldk b) egyenl6k c) egyenldk d) nem egyenldk

2.A koordinata rendszer I.

1.
BE5:7) yh o C@3:8)
E(0;3)
F(-6;0) 1
oy 3
D(-1;-3)
i Al-4)

2. A haromszog teriilete: 48,5 cm’

3.a) - b)
Y4 B:6). ya [ZI
@) : A(5:10)
. D24 B(4;8)
’ E(1;3) *0(3:6)
ol X "D(2:4)
1 “E(1;2) -
o+ X
¢) d)
Vi A(9:8) Vil
A(6;4)
B(6;5) B(5:35),
C(4;3) .
C(3:2) *D(3;2,5)
1 T Lk _-1E g 2)
0 X 11601)
CErt HT:08) .
E(=3;-4)- 0 4 X
F -
G-
4. a) b) 0) d)
iz iz VA VA |ak) =1
ak) =4
1 . 1 . 1 1
0. 1 X 0. 1 )7 0. 1 )T 0. il ;
T b(y) =4
T A5




A négyszog téglalap, a teriilete 24 (t.e.).

7. 66 helyre juthat el a bolha.
8. 221 helyre juthat el a bolha.

3. Fiiggvények szemléltetése

1. a) f(x)zg; VA b) g(x)=-x—-2. VAl

|
>

Mindkét fiiggvény grafikonja 12 izolalt pontbol all, a grafikon megrajzolasahoz ezek a pontok nem kothetdk ossze.

°o00,,
\‘
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2.2) D, =[-48], R, =[-3:8|, zérushelyek: x, =0,x, =6; b) f(1)=5 ¢ x,=—4x,=1Lx,=3 d) |-41[U]3§.

f)
b)
<)
e) a)
2. a) f(x)=2x-3; b) g(x)=-2x+6;
c)
y\>(/ c) h(x):%x—|—3; d) i(x)==x;
P ALE o . 2
NS A ) e) j(x)=—=x-2; ) k(x)=2;
Y v 9i=-3 h) m(x)=0.
NE
€)
3, a) f(x)=x+2; b) g(x):_ngrl_Sl;
a / ) h(x)=-2x—4; d) i(x)=—3x;
X >\ 9 ()= f) k(x)=3;
b) h) .. -
L 5 - g) [(x)=—4; h) m(x)=0.
9 €)

4. 2 kg liszt, 6% dkg cukor, 5% kg paradicsom, 3% dkg oregano, 20 dkg élesztd, 1 kg sajt sziikséges.
5. A palackban levd gaz nyomasa 15%-kal nd.

5. Masodfoku fiiggvény

1.
v

a)

>




Hozzarendelési szabaly

b) x> x* 42
a) x> x> —4

9) x|—>§x2
2
1,

d) x> —x
3

e) x> —2x"

h) xl—)()c-i-4)2

i) x> (x—2)

i) xes (x+5)

k) xl—)l(x—l)z—Z
2

1) xl—)—(x+1)2+4

m) x|—>3(x—5)2—3

n) x —%(x—_?))z 16

Zérushely
x, ==2
x,=2
Nincs
x=0
x=0
x=0
x=0
x=3
x=-4
x=2
x=-5
=3
Xy =1
x =1
X, =—3
x, =4
X, =6
5=
x,=5

Szélsdértek

Minimum helye: x = 0
Minimum értéke: y = —4
Minimum helye: x =0
Minimum értéke: y = 2
Minimum helye: x = 0
Minimum értéke: y =0
Minimum helye: x = 0
Minimum értéke: y = 0
Maximum helye: x = 0
Maximum értéke: y =0
Maximum helye: x = 0
Maximum értéke: y = 0
Minimum helye: x = 3

Minimum értéke: y = 0

Minimum helye: x = —4
Minimum értéke: y = 0

Minimum helye: x = 2
Minimum értéke: y = 0

Minimum helye: x = -5
Minimum értéke: y = 0

Minimum helye: x = 1
Minimum értéke: y = -2

Maximum helye: x = -1
Maximum értéke: y = 4

Minimum helye: x =5
Minimum értéke: y = -3

Maximum helye: x = 3
Maximum értéke: y = 6

6. A négyzetgyok fogalma, négyzetgyokfiiggvény

8

2.a) x>3,5 x>——; ZZX; —EZX
3 4 5

b) x>0, x>4 3>x; _§>x

c) x>2,5 4>x>-2; x>—1,5

d) x=2; g x>i
11

Monotonitas

]-00;0] -on szig. mon.
csokkend, a [0; 00 -on
szig.mon. novekvo

]—00;0] -on szig. mon.
névekve, a [0;00] -on
szig.mon. csokkend

J-00;3] -on szig. mon.
csokkend, a [3;00[ -on
szig.mon. novekvo

]-00;—4]-on szig. mon.

csokkend, a [—4;00] -on
szig.mon. novekvo
J-00;2]-on szig. mon.
csokkend, a [2;00] -on
szig.mon. névekvo

]-00;—5]-on szig. mon.

csokkend, a [—5;00] -on
szig.mon. novekvo
J—00;1] -on szig. mon.
csokkend, a [1;00] -on
szig.mon. novekvo

J-00;—1] -on szig. mon.

névekvé, a [—1;00[ -on
szig.mon. csokkend
]—00;5] -on szig. mon.
csdkkend, a [5;00[ -on
szig.mon. novekvo
J—00;3] -on szig. mon.
névekvé, a [3;00[ -on
szig.mon. csokkend

Paritas

paros

péros

paros

paros

péros

paros

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Nem paros,
nem paratlan

Grafikon

Pozitiv irdnyba
nyil6 parabola
Pozitiv iranyba
nyilo parabola
Pozitiv irAnyba
nyil6 parabola
Pozitiv irdnyba
nyil6 parabola
Negativ irdnyba
nyilo parabola
Negativ iranyba
nyil6 parabola

Pozitiv irdnyba
nyilo parabola

Pozitiv irdnyba
nyil6 parabola

Pozitiv iranyba
nyilo parabola

Pozitiv irdnyba
nyil6 parabola

Pozitiv irAnyba
nyil6 parabola

Negativ irdnyba
nyilo parabola

Pozitiv irdnyba
nyil6 parabola

Negativ irdnyba
nyil6 parabola
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dye)H

A jellemzés a grafikonok alapjan mar nem nehéz.

4. a) zm:%rz, TER}

¢) négy-, ill. kilencszeresére

7. Az abszolutérték-fiiggvény

1. a)
A
[ X
b)
v
1 >
1 X
¢)
v
1 >
1 X
d)

10

b) T2 0,628 s,4,44s,1,99s; [: 1,6 m, 14,33 m, 39,8 m
d) 75%-kal e) 125%-kal

A [-5;0] -on szigortian monoton csdkkend a fiiggvény, a [0;3] -on pedig szigortan monoton
novekvo.

Zérushelye: x, =0.

Szavakban: A minusz 6t, harom zart intervallum minden eleméhez rendeljiik hozza az abszo-
lat értékét!

A ]-00;0] -on szigorian monoton csdkkend a fiiggvény, a [0;00[-on pedig szigoriian mono-
ton novekvo.

Zérushelye: x, =—5 és x, =5.

Szavakban: Minden valds szamhoz rendeljiilk hozza az abszolut értékénél ottel kisebb sza-
mot!

A ]—00;0] -on szigorian monoton csdkkend a fiiggvény, a [0;00[-on pedig szigorfian mono-
ton novekvo.

Zgérushelye: nincs.

Szavakban: Minden valds szamhoz rendeljiik hozza az abszolut értékénél harommal nagyobb
szdmot!

A ]—2; 4] -on szigoruan monoton csokkend a fiiggvény, a [4;7[ -on pedig szigorian monoton

novekvo.

Zérushelye: x, =4.

Szavakban: A minusz kettd, hét nyilt intervallum elemeihez rendeljiik hozza a naluk néggyel
kisebb szamok abszolut értékét!



e)

2.a)

b)

¢)

d)

A |-00;—3] -on szigortan monoton csdkkend a fiiggvény, a [—3;0[ -on pedig szigoraan mo-
y A noton névekvo.

Zérushelye: x, =—3.

Szavakban: A negativ valds szamokhoz rendeljiik hozza a naluk harommal nagyobb szamok
abszolut értékét!

=y

Minimuma van az x = —2 helyen: a(—2)=—3. Az 5-6t két helyen veszi fol: x, = —10 -nél
VA és X, = 6 -nal.

Maximuma van az x =0 helyen: 5(0)= 0. A fliggvény nem veszi fel schol az 5-6t.
v A

<y

Maximuma van. Max. helye: x =3, maximuma: 0. A fliggvény nem veszi fel sehol az 5-6t.

A,
<y

Minimuma van. Min. helye: x = —4, minimuma: 1. A fliggvény az 5-6t két helyen veszi fol:

iz x, = —8-nél és x, =0 -nal.

=Y

11
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€) Minimuma vanaz x = 0 helyen: e(0) = —4. Afiiggvény az 5-6tkét helyen veszi fol: x, = —9
iz -nél és x, =9 -nél.
1 >
\/ X
f) Maximuma vanaz x = 0 helyen: f(0)=7. Afiiggvény az 5-6t két helyen veszi fol: x, = -2
A -nél és x, =2 -nél.
’
] X
3.a) D, =[-6;6], R, =[—5;9], menete: a [—6;1]-on szig. mon. csokk; az [1;6]-on szig. mon.
VA név. Az x =1 helyen minimuma f(1)=—5. Az x =—6 helyen maximuma f(—6)=09.
Zérushelyei: x, =—1,5 és x, =3,5. Nem paros.
1 >
1 X
b) D, =R, R, =|-00;2], menete: a |—00;—4]-on szig. mon. ndv; a [—4;00] -on szig. mon.
VA csokk. Az x = 4 helyen maximuma g(—4) = 2.
Zérushelyei: x, =—6 és x, = —2. Nem paros.
1 >
1 X
19) D, =|-7;4[, R, =]-6,5-3|, menete: a |-7;0]-on szig. mon. ndv.; az [0;4] -on szig. mon.
yA csokk Az x = 0 helyen maximuma /4(0) = —3. Minimuma nincs.

Zérushelye nincs. Nem paros.

A fiiggvények —1, 2 illetve 5 helyen felvett helyettesitési értékei:

S=D)=-1 J(2)=-3 S5 =3

g=D=-L g2)=—4 gd)=-7,

h(—1)=-3,5; h(2)=—4,; h(5) nincs értelmezve.
12 -



4. a) Novekvo az ffiiggvény pl. a ]— 1;2[ -on, a ]—7;5[ -on vagy a ]6;7[ -on.
b) Az | /| fiiggvény ndvekvd pl. a |-7;5[ -on, ]-3;—1[-on vagy a |7;8[-on.

c)Az | f | fliggvény novekvo pl. a ]—3; - 1[ -on, de ezen az intervallumon az f fliggvény csokkend.

5.a) ; A |—00;—7]-on csdkkend, a [—7;—4]-on ndvekvé, a [—4;—1] -on csdkkend, a [—1;00[ -on
W névekvo.
o
b) Eszrevehetd, hogy g = f, igy képiik és menetiik is ugyanolyan.
W
[
9) A |-00;2]-on csokkend, a [2;6]-on nvekvd, a [6;10] -on csdkkend, a [10;00] -on ndvekvo.
V4
2 W
5 X
6. a) D, =R, R, =R, menete: a |—00;—5]-on csdkkend, a [—5;—3]-on névekvé, a [—3;—1]
yA -on csokkend, a [—l;oo[ -on novekvd. Két zérushelye van: x, = —5 és x, = —1. Ugyaneze-
ken a helyeken van minimuma a fiiggvénynek, ami 0. Az x = —3 helyen a fiiggvénynek helyi
\m maximuma van. Nem paros.
1

=Y

1

b) D,=R, R,=[-loc[. A fiiggvénynek 7 t5-
réspontja, ezeknek a helye: —6,—3,0,2,4,7,10.
Ezek 8 intervallumra bontjak az x tengelyt, me-
lyek koziil az els6n a fliggvény csokkend, majd
f valtakozva nov. és csokk. Nyolc zérushelye van:
-7,—-5,—-1,1,3,5,9,11. Minimuma a -1, amit
—6-nal, 0-nal, 4-nél és 10-nél vesz fol. Helyi maxi-
N4 bl muma van az x = —3 helyen és az x =7 helyen,
ahol a helyi maximum: 2, és az x =2 helyen is,
ahol a helyi maximum: 1. Nem paros.

[

13



Megoldasok

7.a) A |-00;—1] -on csdkkend, a [—1;4]-on konstans, a [4;00] -on ndvekvd.
b) A |—00;—5]-on konstans, a [—5;2] -on ndvekvé, a [2;00] -on konstans.

¢) A |-00;—2|-on ndvekvé, a [—2;00] -on csdkkend.

8.Forditott aranyossag, linearis tortfiiggvény
1. 1 méterre a forgastengelytol.

2. A legdragabb alma kildja 400 Ft. A legolcsobb almabol 60 kilot is meg tudunk venni.
P1L.:150 Ft-os almabdl vehetiink 40 kilot, 120 Ft-osbol 50 kilot, 240 Ft-osbol 25 kilot. Az alma kilonkénti ara és az altalunk meg-
vasarolhaté mennyiség kozott forditott aranyossag all fenn (az alland6 6000 Ft-ot feltételezve).

3. A fennall¢ forditott aranyossag miatt a nyomas a 20-szorosara valtozik. (Feltételeztiik az allandd homérsékletet.)
4. Egyediil az f fiiggvény paratlan (és egyik sem paros).

yA | yA vA yuj:
: i /':f{___.é ____________
1 ol 2 |
5.a) 1 D, =R\{-6}, b) i D, =R\{1}, R, =R\{2};
E Rf—]R\{O}, :
i 000 [ (.
f 2 X - \ 1 >
) . D, =R\{0}; R, =R\{5}; d) D, =R\{-5}, R =R\{2};
T O ,
I
;
] X
e) n D, =R\{l}, R, =R\{2}.
NAEN SN EE———
eooo 2
19 X

14



6. a)

b)

e e

\! 1 X
E yﬂ
L] .

ST S BT T

D, =R\{3}, R, = R\{1}, zérushelye: x = 4, menete: a |—00;3] -on csokk., és a [3;00[ -on
is csokk.

D, =R\{-1}, R, =R\ {3}, zérushelye: x = —é, menete: a |—oo;—1]-on csokk., és a
[—1;00] -on is csokk. 3

D, =R\{-4}, R, =R\{-2}, zérushelye: x:%, menete: a |—o00;3]-on csokk., és a
[3;00[ -on is csOkk.

D, =R\{2}, R, =R\{—4}, zérushelye: x = 3 , menete: a |—00;2]-on ndv., és a [2;00]
-on is névekvé. 2

D, =R\ ! , R, =R\ > , z€rushelye: xzz, menete: a -on nov., és a
4 37 3 5

1
3

[—g;oo -on is novekvo.

15
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9. Egészrész-, tortrész- és elgjelfiiggvény (Kiegészité anyag)

1. a)
I,yﬂ
f._.ll
_/
11
1H” XV
.—IH,
|
b)
yl
B
T
A
1 I
g C
C
) "
F F’1F" R NCGENGHENG
TS
d)

F ZFEF'GFKG G

D, =R, R, = {2n|n € Z} = {paros szamok } , monoton csdkkend, zérushelye a [0;1] inter-

vallum minden eleme.

Dg =R, Rg = {— 1;0; 1} , z€rushelye: x = —2, a —2-nél nagyobb szdmok halmazan konstans
1 a fiiggvény értéke, a —2-nél kisebb szdmok halmazan konstans —1.

D, =[-2,54], R,=[-2;1],minden ne{-2; —1; 0; I; 2; 3} esetén monoton ndvekvd a
fiiggvény az [n;n+1 intervallumon, tovébba a [—2,5;2] intervallumon is.
1 1.2 2 .2 2}

Zgrushelyei: —21; —l= == = 125 2= 3.
3 3 33 3 3 3

A c) feladatbeli 4 fliggvényen alkalmazott eldjel-fiiggvény.

Ahol a 4 fliggvény pozitiv volt, ott lesz a j fiiggvénynek az értéke 1, ahol a / fiiggvény értéke
negativ volt, ott lesz a j fiiggvénynek az értéke —1.

A j fiiggvény zérushelyei ugyanazok, mint a / fiiggvényéi.

D, =[-2,54], R, ={-1;0;1} .

2. A fiiggbleges tengelyen a fizetendd pénzt abrazoltuk, aminek grafikonja soha nem megy ,,ala” annak a jo kozelitéssel egyenes
grafikonu fiiggvénynek, amit akkor kapnank, ha a masodperc alapt szamlazast abrazolnank. Viszont a 60. masodperceket kivéve
mindig folotte halad. Tehat semmi kockazat, minden toredék perc plusz bevételt jelent.

3. abrak: a)

y A
C
f

1

£,D I)ZH

b)

_.
>y

Y
i

16
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4. 7248 : 24 = 302. Ha minden megkezdett beszélgetés alkalmaval pontban az 59-edik méasodpercben tette le a telefont a kisvallal-
kozo, akkor sz¢lsGséges esetben lehetett egy 0sszesen 301 perc 59 mp-es beszélgetése (kb. 6 6ra). Kiilonben ahanyszor hivast

kezdeményezett, annyi masodpercet kell levonnunk a 302 percbdl.
A legrosszabb esetben minden kezdeményezett hivasa azonnal meg is szakadt, igy ,,tarcsazhatott” akar 302-szer is anélkiil, hogy

1 masodpercet is beszElt volna.

10. A koordinata-rendszer II.

1.a)b) c)d)
¢) ¥y X\24+1
b) y = 0,3x+2
1 >
0 X
d) y =-1,5x+3
2.a)b)c)d)

3.a)

4. A halmaz: B halmaz: U halmaz:

17
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18

5.

6.
7.
8.

|
yA ]
s
a
ll=
1
0] 1 7
]|
l==
—H
a) A={(x,y)|x€R, yER,| y|= x|} b) B={(x,y)|x€ER, yeR, y<—|x|+2}
©) C={(x,»)|xeR, yeR,|y|<4,|x|<2}
a) 3025 b) 385
825+ 385 = 1150
36

A geometria feladatainak eredményei

10.

11.

O o0

I

R N

. Térelemek kolcsonos helyzete, szoge Ismétlés 1.

60°
108°

. Felezziik meg a derékszoget!
. Rajzoljunk! Két lehet6ség adodik: vagy tompaszog: az 131°-0s, vagy hegyesszog: az 180° —131°=49°.

38°
125°

. Otlet: a) Hosszabbitsuk meg az egyik szdgszarat!

b) Allitsunk merélegest a szog csticsaban valamelyik szogszarra!

. 90°
. Anagyobbik szogbe k6z0s csuccsal masoljuk at a kisebbik szoget tigy, hogy az egyik szogszar kdzos legyen. A masik szogszarak
altal alkotott szog lesz a két szog kiilonbsége.
a) 63° vagy 117°; b) 90° (Itt csak ez az egy megoldas van, mert 90°-nak a kiegészité szoge is 90°.)
c) 135° vagy 45°.
72°
. Sokszogek Ismétlés II.
.a) 14; b) 35; c)54.
6
7
9
. 48°; 36°; 96°. A kiils6 szogek aranya: 11:12:7.
. Készitsiink tablazatot! n: a sokszog oldalszama, o, : a legkisebb, o, : a legnagyobb szoge.
n Qi Qi
3 20° 100°
4 30° 150°
5 28° 188°
7 8 4° 248 4°
7 7
4
.35



3. Térelemek tavolsaga, sokszogek osztalyozasa Ismétlés III.
1. Kb 600 m.
2. Az \jsziilottek fejatmérdje kb 10 cm. Célszerti tehat 10 cm-nél stirtibb racsozast agyat hasznalni.
3.PL: 3;5; 7 vagy 11; 13; 17.
4. 22 db, koztik mindéssze 3 haromszdgnek kiilonb6z6 hosszi minden oldala.
5.PL: 1;2; 4; 8 vagy 2; 3; 5; 8.
6. a) b)
c
d,=3
a
d,=3
¢
7.

c¢) Egy téglalap hatarol6 és belsé pontjai.

L B

9. a) Azon pontok halmaza, amelyek az e egyenestdl legalabb 3 cm és az f'egyenestdl legalabb 4 cm tavolsagra vannak.
b) Azon pontok halmaza, amelyek az e egyenestdl legfeljebb 3 cm vagy az f egyenestdl legfeljebb 4 cm tavolsagban vannak.

4. Specialis sokszogek

l. A leghosszabb 4tlo: 6 cm.
(A szabalyos hatszog hat egybevagé szabalyos haromszogre bonthato.)
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Megoldasok

2. Révid valasz: 200°, 40°, 80°, 40° vagy 138E s 55i s 138£ S 272
Hosszii vdlasz: 13 13 13 13

A harom adott aranyu szog koziil semelyik ketté nem lehet egymassal szemkozti.

. . . . . 6 °
Ha az 5 egységnyi szog nem illeszkedik a szimmetriatengelyre, akkor a négy sz0g aranya: 5:2:5:1, igy nagysaguk 1385 s
55i , 138£ , 272 . Ha az 1 egységnyi sz0g nem illeszkedik a szimmetriatengelyre, akkor a négy szog aranya: 5:1:2:1,
igy nagysaguk 200°, 40°, 80°, 40°. Olyan deltoid pedig nincs, aminek a 2 egységnyi szog nem illeszkedik a szimmetriatengely¢é-

re, mert annak lenne egy 180°-0s szoge.

3.70°, 110°, 70°, 110°

4. 150°

5. A rovidebb atld is a hossziisagt, és az oldalakkal 60°-os szoget zar be.

6. 18

7. a) 1-féle: rombusz; b) 1-féle: hartrapéz; c) 3-féle: szabalyos haromszog, paralelogram-
ma, konkav

/@\ hatszog.
5. A kor és részei
1. L. Allitsunk merélegest a kor kozéppontjan at az adott egyenesre! Ennek a korrel vett metszés-

b_meréleges

pontjai a keresett érintdknek az érintési pontja.
II. Az érintési pontokban allitsunk merdlegest az imént szerkesztett egyenesre.

2. Négy megoldas.

3. Az O ponttél 12 cm-nél tavolabb, de 15 cm-nél kozelebb 1év6 pontok halmaza. Vagy: Egy O kdzépponta 3 cm vastagsagu kor-
gylrl, amelynek kézépkore 13,5 cm sugart.

4,

20



6. a) Egy ilyen kor van. b) Négy ilyen kor van. (lasd abra)

ee & <

7. Az abrakon lathat6 kétféle elhelyezkedése lehet a harom kornek.

L Ha paronként kiviilr6l érintik egymast, akkor 4J = AK, BK = Bl és CI = CJ. Ezért a harom-
szog keriiletének fele egyenld a harom kor sugaranak dsszegével. Ez teszi lehetové a szerkesz-
K
' tést: Az A koriil szerkesztendd kor sugara = —22€ — BC . Hasonl6 6sszefliggés teljesiil a tob-
e‘ bire is, bar azokat a J és a K pont ismeretében mar egyszertibben is meg tudjuk szerkeszteni.
1. Ha az egyik kort (abrankon a B koriilit) a masik két cstics koré rajzolt kor beliilrdl érinti, akkor

az AN szakaszt kiforgatva az 4 pont koriil az az AQ szakaszba, a CN szakasz pedig C kortili
forgatas utin a CP szakaszba megy at. igy itt a B koriili nagy kor sugaranak kétszerese lesz a

K
haromszog keriilete. Az A koriili kor sugara tehat: % —AB.

®

AL esetben a nagy kor természetesen barmelyik csucs koriil lehet, igy az harom kiilonb6z6 esetet ad.

Minden haromszog esetében 1étezik mind a négy elrendezésben a harom paronként egymast érintd kor.

Megjegyzés: A korok érintési pontjai a beirt kornek a haromszog oldalaival vett érintési pontjai (1. eset), illetve a haromszoghdz
hozzairt koroknek a haromszog oldalegyeneseivel alkotott érintési pontjai (I1. eset) — lasd 7.lecke.
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6. A haromszog koré irhato kor

1. A tanyakat 6sszekotd szakasz felezOmerdlegesének és az orszaglt egyenesének metszéspontjaba helyezziik a postaladat. Az elsé
két abran 1-1 megoldas adodik. Ha a két tanyat 6sszekoto szakasz felezOmerdlegese parhuzamos az orszagut egyenesével, akkor
nincs megoldas. (3. abra) Ha pedig egybeesik az orszagit egyenesével, akkor végtelen sok megoldas van. (4. abra)

1. abra 2. abra 3. abra 4. abra
T b_felezomercleges b_felez6merdleges T
o T,
E 1
b_felezémerdleges : a_orszagut :
' PP }P s P P
a_orszagut a_orszagut : b_felezémerdleges :
P_postaldda H :
A A

a_orszagut

2. g 940
e b) B(0:4);

c) C(1;2); C,(-1:6)

=(0,4)
C,=(12)

2 0\7

3. Egy aktualis térképen megszerkesztve a harom varostdl egyenld tavolsagra 1évé pontot lathatjuk, hogy orszaghataron kiviilre
esne a torony.

4. Probaljuk minél kevesebb kdrzéhasznalattal megoldani a szerkesztést!

5. a) és ¢) Altalanos paralelogrammanal és trapéznal négy ilyen kor van. b) Tetszéleges téglalapnal csak 1 kor van.

7. A haromszogbe irhaté kor
1. Az ACB<x szogfelezdjének és az AB oldalnak a metszéspontja.

22



2. A szerkesztendd félkor kdzéppontjanak egyenld tavolsagra kell lennie a haromszdg masik két oldalatol. (Lasd 1. feladat)
Nincs ilyen félkor, ha a haromszdg olyan oldalara illeszkedne az atmérdje, amelyhez csatlakozd szogek koziil az egyik tompa-

sz0g.

3. Kettd. Ugyanolyan gondolatmenet kell hasznalnunk, mint annak igazolasakor, hogy a haromszog szogfelezoi egy pontban met-

szik egymast.

5. Méas-més kert alakul ki, ha masik atlot valasztanak.
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R
6. Otletek: A szemkozti szogek szogfelezoi egyiranytiak. Akkor esnek egybe, ha a paralelogramma rombusz is egyben. Ekkor a

masik két szogfelezd is atmegy a rombusz kozéppontjan. Ha pedig nem rombusz, akkor a szemkdzti szogek szogfelezoi parhu-
zamosak, tehat paralelogrammat alkotnak. De az dbran pl. az AGB haromszdgrél kdnnyii belatni, hogy derékszogl (mivel a + S

=180°).
\D \ ©
G
A LA

E\B\

7.0=158%¢=069° (=53°

AP A
=TT \ B=a2°

8. Az AOB haromszognek kiilsé szdge 6, ezért 6 = a + B . Ugyanigy ¢ = a + T e (= 8 + X
2 2 2 2 2 2
8. Teriiletszamitas
. b
1. m,=m., m,=m,, my=m, Hasznaljuk a haromszog teriiletképletét! I" = a’;" = % = c’:”
2.32cm’
3. Mindkét valasz: g ~1,57.
4. a) 25-szorsére, b) 49-szeresére, ¢) n’-szeresére valtozik.
5. a) 6-szorosara, b) 10-szeresére, ¢) k-szorosara, d) Jn -szeresére nétt.
6. Kossiik 0ssze a csucsot a szemkozti oldal felezdpontjaval. (sulyvonal)
7. K= 60cm
8. 24 cm (Gondolkozzunk el rajta, hogy biztosan van-e ilyen haromszog!)
9. A haromszog barmelyik magassaga legfeljebb akkora, mint a vele kozos csticsbol kiindul oldalak. fgy a 16 cm-es oldal csak

mer6leges lehet a 18 cm-es magassagra, tehat 7= % =144 (sz) .

10. A Prézli szamara nem tiltott haromszog alaku teriilet beirhato korének kozéppontjaba érdemes leszurni a karot. Hasznaljuk a

K
Heron-képletet ésa 7 = 7r Osszefiiggést!
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N=4

AN bW

10.
. m:4~\/§z6,93 egyseég, T:l6-\/§m27,71 t.e.
.10 cm és 5-/3 ~ 8,66 cm

. Kb. 29%-at.
. A 8.25 ébra jeldléseivel: (mindegyik sokszognek legfeljebb kétféle hosszisagu oldala van)

W

N

11.
. Ezt az olvasora bizzuk.
.a) 4'(=6;2), B'(—1;4), C'(%3); b) 4'(6;—-2), B'(;—4), C'(-=2;-3); c) A'(=42), B'1;4), C'(4,3);

[a——

4.

5

K=36m, T=1s(s—a)(s—b)(s—c)=+18-8-9-1=36(m?), r= %T =2 (m) . Legfeljebb 2 m hosszli porazon kothetik ki
Prézlit.

. A Pitagorasz-tétel I.
.a)5cm, b) 25 cm, c) 26 cm

. a) 30, b) /380 ~19,49 . ) 2x+1

. A szarak hossza: 10 egység, a hozzajuk tartoz6 magassagok hossza: 9,6 egység.
. Két eset van: 13 egység vagy 27 egység.
. Az atlok hossza 12 cm, a keriilet: K = 245 +2:4117 ~ 35,05 (cm) .

. 396 cm’

A Pitagorasz-tétel II.

Sikidom betiijele ~ Egyik oldala ~ Masik oldala  Tertilete (t.e.)
a 2 242 2

b 1 N

N | —

. T =120 cm’, a beirt kér sugara: r = 1?5 cm, a kortlirt kor kdzéppontja a haromszogon kivil van, sugara: R = 21_6 cm

7 cm. Az AC 4tlo felezdmerdlegesének és az AB oldalnak a metszéspontja.
Az a), b) és d) esetben derékszogi haromszdget kapunk a Pitagorasz-tétel megforditasa szerint, a c) és az e) esetben pedig nem
derékszogli haromszoget kapunk a Pitagorasz-tétel szerint.

Geometriai transzformaciok (bevezetés)

d) 4'(2;6), B'(4;1), C'(3;—2).

- A=LT); B(=52); C'(=3,-6); D'(=1,-2)

A'(3;0); B'(7;2); C'(1;4) (lasd abra)

. nyolc vagy annal tobb

6. 90°-0s szdge csak egy lehet, igy a masik két szog egyenld: 45°-0s. Egyenld szart, derékszogl a haromszog.
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7. Téglalap vagy rombusz.

S

8. Néhany példa: tengelyesen szimmetrikus pl.:

& ><"

2]
£\

¢és forgasszimmetrikus pl.:

9. tengelyes, kozéppontos, és hatodrendii forgasszimmetridval

12. Geometriai transzformaciokkal kacsolatos szerkesztések

1. Tikrozziik a kozéppontot!

&

2. Hasznaljuk ki a négyzet kdzéppontja koriili negyedrendii forgasszimmetriajat!

3. Paralelogramma
4. 90°




6-+/3 cm’. A kdzds rész szabalyos hatszog, igy tengelyesen is, kozéppontosan is szimmetri-
kus, és hatodrendii forgdsszimmetriaval is rendelkezik.

6. Ha az e’ és az f'egy pontban metszi egymast, akkor a haromszog mindig egyértelmiien létezik (hacsak ez a metszéspont a B-vel
Osszekotve nem mer6leges a szimmetriatengelyre: ekkor nem szerkeszthetd haromszog).
Ha e’ és fnem metszi egymést, akkor szintén nincs hiromszog. Es ha e’ egybeesik f-fel, akkor végtelen sok haromszog szerkeszt-
hetdé a megadott feltételekkel. (Mindkét utdbbi esetben egyenld nagysagu szdget zar be az e és az f'egyenes a t-vel.)

t adott

e_adott ¢ adott e_adott

7. Forgassuk el az adott 4 pont koriil pl. az f'egyenest. Mivel a C pont 4 koriili 60°-os elforgatottja a B pont, igy B = f, Ne . (lasd
abra) Az f'egyenes —60°-os elforgatasaval masik haromszoghoz jutunk, ezt az abran mar nem rajzoltuk meg.

. A_adott

L. Az ABM haromszog magassagpontja C, mivel m_ L AB és m, 1. BC, vagyis m_ az ABM ha-
romszog M csucsahoz tartoz6 magassagvonal, a BC oldal egyenese pedig az 4 BM haromszog
B csticsadhoz tartozé magassagvonala.

2. 98°, Ha derékszogii a haromszog, akkor nincs KMLX . Ha a és f is hegyesszog, akkor KMLX =« + (3. Ha a vagy ff tompa-
sz0g, akkor KMLA =180°—(a+03)=".

3. Otlet: az egyik atl6 két hiromszogre bontja a négyszoget. A négyszog szomszédos oldalfelezd pontjait dsszekotd szakaszok e
haromszogek kdzépvonalai.
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4. Az éabran P ponthoz menjen az Gt. Mas (Q) pont esetén hosszabb az AQB = AQB’
A tordttvonal.
B
folyo
- N
\\\*,_B’
5. m, k0z0s magassiga az AFC és az FBC haromszognek, és AF = FB.
C
SC
mC
F
A
6.

Tiikr6zziik az ABC haromszoget az egyik oldal felez6pontjara (D)! A4S = %sa , AS'= %sb és
S§'=28D=2- %sc = %sc. Az ASS’ haromszog mindig létezik. Igy (a haromszog-egyenlét-

lenség szerint) létezik az s, s,, s. oldal hdromszog is.

Az abran lathaté PABQ torottvonal a legrovidebb. Szerkesztési eljaras: P-t tikkrozziik az egyik
szOgszarra, O-t a masikra ugy, hogy a PP’ és a QQ’ szakasz ne menjen at a POQ szogtartoma-
nyon! 4 és B a P’Q’ metszéspontjai a szogszarakkal. A tiikkrozés gondolata a korabbiak alapjan
indokolt lehet. (Gondoljuk végig! Masik tordttvonal csak hosszabb lehetne.) De miért nem
mindegy, melyik szogszarra tikr6ziink?

Az egyforma szinnel jelolt szakaszok a tiikrozések miatt egyenldk, és a=a', g=0",
e=¢'=¢'|. Akék P’,00’, haromszdgnek O-nal 2av+ 23+ 3¢ nagysagu szoge van, €s az
ezt kozrefogd két oldala egyenld a P,0Q, (piros) haromszdg két O-bol induld oldalaval, de
azok szoge csak: 2+ 203 +¢. Igy a (kék) P’,Q’, szakasz hosszabb, mint a (piros) P,Q, sza-
kasz.

L. BE, = BE, =40 ~ 6,32 cm
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2. Egy 1 m sugart negyed korivet a 1étra kezdeti talppontja kortil.

Y
1
A, . A
A Aq A A X
3. c A korvonal pontjaibdl derékszogben latszik az adott szar, igy a kdrvonal alappal valdo metszés-
pontjabol is. CT tehat merdleges AB-re, vagyis az AB oldalhoz tartozé magassag, ami felezi az
egyenld szari haromszdg alapjat.
F
mL‘
A i B

4. A négyzet kdzéppontja minden oldal mint a&tméro f61é emelt korre illeszkedik.

5. ] FG=DC, DC* =(r,+n) —(r—n) =1+ 255 +1> =12 + 21—} = 4rr,
r2
A B C
6. A két talppontbdl derékszogben latszik a CM szakasz, igy rajta vannak CM Thalész-korén.

Barmilyen (tompaszogii, derékszogil) haromszogre teljesiil, aminek C-nél nincs derékszoge.
(Ekkor ugyanis a négy pont egybeesik.)

7. Pl. egy konkav deltoid.

8. Harom eset van: 3 cm, 5 cm vagy 6 cm.

9. a) Vegyiink fel egy kort és annak egy tetszéleges atmérdjét, valamint egy erre nem illeszkedd E pontjat! Az atmérd két végpont-
jéban allitsunk merdlegest az atmérdre (az alapok egyenese)! Az E pontban pedig szerkessziink szintén érint6t a korhoz (az
egyik szar egyenese)! Ezt tiikrozziik a felvett &tmérd egyenesére (A masik szar egyenese)!

b) Az alapokkal parhuzamos kdzépvonal hossza az alapok Osszegének fele, ami egyenld a szarak osszegének felével, vagyis
egy-egy szar hosszaval.

15. Koriv hossza, korcikk teriilete, ivmérték

1. a) %de%l4,66dm; b) 21mr dm ~ 65,97 dm ; c) %ﬂdm%9,285 dm
2. a) = 89,95° = 90°; b)~ 17,19 ¢) 1 rad = 57,3 d) 2 rad = 114,6°
3.192m

4. Kb. 1670 km-t tesz meg, keriileti sebessége: 1670 % .
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6. 19293 m®
T T 27 47 s 49
7.a) —; b) —; c) —; d) —; e) —; —
) 2 ) 4 ) 3 ) 3 ) 5 f) 60
8. a) 90°; b) 270°; c) 225°; d) 300°; e) 15 ) 105°
16. Vektorok, miiveletek vektorokkal
I.BC=b; CD=—a; AC=a+b: BD=bh—a; A—:“;b; @:”;a
2. a) b) Pl. az abran lathaté modon; c) lasd abra
E E D
G D
B C
H C
A B A B
3. lasd abra .
/\
A c ]
4. lasd abra
5. - DNy felé 12 km, K felé 12-+/2 km 217 km. Az 4bran szaggatott vonallal megrajzoltuk a

masik lehetdséget is.

6. Hasznaljuk a ,,13.6.” dbrat! SA+SB+SC=SA+ AS'+S'S=85=0
7. —a=—3i45); —b=—di—j:a+bh=Ti—4j;: 2a—b=2i—12]; §;+

17. Sikidomok egybevagdsaga
1. a); b); e); 1) igaz, ¢), d) nem igaz
2. Hasznaljuk ki, hogy az atlok merdlegesen felezik egymast!
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3. Nem. Pl. a két abran paronként egybevagd haromszogekbdl all az ABCD és az AB’CD négyszog, mégsem egybevagok. (Mas

tipust ellenpélda is talahato.)

1. Egyenlet fogalma

1.

2.

1. a) Megoldas: x = 2.

b) Megoldas: x, = 1, x, = 4. ¢) Megoldas: x = 3,2.
b y=2x-4 y=(—2)2)\‘ VA

y:l\/;

>
(=)
-

3,2

y=-3x+6

>

a) R; b) [~4;00[\{3}; c) R\{3}; d) R; e) |-o0;2]; fHR; ) %;oo[; h) { }.
Az x= 8 ,az x = -2 ,azZ X = O,i ,az x =5 nem megoldasai az a), b), d), e), f) pontok alatti egyenleteknek. Az x = —g s
azx=—J/2,az x= O,i nem megoldasai a ¢) pont alatti egyenletnek. Az x = 5 megoldasa a ¢) pont alatti egyenletnek.
. a) allitas, logikai értéke hamis; b) allitas, logikai értéke igaz; ¢) nem allitas;
d) allitas, logikai értéke hamis; e) allitas, logikai értéke igaz; f) allitas, logikai értéke igaz; g) nem allitas.
2 .
x=1 x=-2 x= 3 Igazsaghalmaz
a) hamis  hamis hamis {2}
b) hamis igaz hamis  {2;-2}
c¢) hamis hamis hamis {— %}
d) hamis  hamis hamis { }
¢) hamis hamis  hamis  [6;00]
f) igaz  hamis  hamis  {1;3;5,9;15;45}
. a) paralelogramma; b) 30°,60°,90° -os belsészogekkel rendelkezd haromszog;
¢) trapéz; d) szabalyos haromszog.
. Egyenletek megoldasa grafikus uton
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‘ Megoldasok

d) Megoldas: x, =0, x, = 3.

y=x+2

2.a) x—2=x" (xeR)

Megoldas: { }.

o
<y

y=x-2 y=1-x*
1 x+1)
d) —Jx=x-2 (xe@) e) ——I—l:( ) (xe]R)
X
Megoldas: {1}. Megoldas: {-2;—1;1}.
VA i (x ; 1y
y=x-2
1 > >
0 X X
y=—Jx
3.a) p < —1 eseténnincs megoldas; p = —1 vagy p > 3 esetén ketté megoldas van; p = 3 -nalharom megolddsavan; —1< p <3

esetén négy megoldas van;

1 1 . 1 1 1
b) p< — 4 vagy p > 4 esetén nincs megoldas; ~ <p<0 vagy p= A esetén egy megoldas van; 0< p < 4 esetén kettd

megoldas van;

e) Megoldas: x, = 1, x, = —5.

e

b) §+1:|x|—1 (xez)

Megoldas: {4} .

VA
y=|x|-1

¢) Barmely valos p paraméter esetén ketté megoldas van.

X

c) 1-x*=

(xER)

Megoldas: { }.

A
el
ies
AN >
1 X

3. Egyenletek megoldasa algebrai uton

1. a) {?}; b) {320}; ) B} d) {19}.
2. a) {%} N PR {%}
sa{}; b o {—%}; d) {%} o2} n{3)

40 {4}; b{} of-3-69} d{x-25}: o {[sé]} 0 {(L2):(L-2)}: o {9} W {-1}.
000, 5. Q) {10}; b) {12}; c) {28}; d) {153}.
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. A keresett egészek: 5 és 5; 5 és —5; —5¢és—5; —1¢és7;—1¢és-7;1¢és-7;1¢és 7.
- a) J-os;12]; b) [~4;00[; o) {9}; d) [0;00].

9.4l Cheasl. 3 <10l 2], o
. a) {—2,2,5}, b) {-2;3;5}; c){- 2,5,19}, d) { 2 5}, e) {~1;3;4}.

. Egyenlétlenségek, egyenldtlenség rendszerek

1. A termelés azon x kibocsatasok mellett nyereséges, amelyekre x € [3, 54;56, 46[ teljesiil.

W N = N

~N N L A~

. A haromszog belsOszogei: a) 45°,60°,75°; b) 18°,63°,99°; c) , s

. a)Megoldas: [1;9]. b) Megoldas: |-2;—1[U]0;1[. c¢) Megoldas: [ 1;3]. d) Megoldas: R\{—4}.

y y=-2|x-3+4 YA YA

1
eIl L
|x+4
1% J/\
[ X

VA

/

0. ; k
N
y=2dx+1-3
AR y=2-|x+4

.a) Z"U{210}; b) Z"; c) Z~ U{1;0}.
.a) —oo;—%[U]S;oo[; b) |-3;4]; o |-7:3]; d) |-o0;—6]U[2;5]; e) [-8&1[; f) ]—20;—%{;

g) |—oo;—1[U[0;2]; h) ]—oo;—l[Ul—%%l.
.a) R\{0}; b) {4;6}; o) {(z1);(-21)}; d{}.
. Abszolutértéket tartalmazé egyenletek és egyenléségek

-a) {=1:7}; b) {—5:1}; ¢) {15:21}; d{}; e) {-3.3}; f) {0;2}; 2 |-2:4(;

h) |—o0;—2]U[0;00[; i) [0,9:2,7]; j) |00 —4|U[2;00] ; k) ]—oo;—%[U]%;oo[; 1) R\{-5}.

8 15 90 15
-a) {g}; b) {—1;7}; ©) {—7;—6}; d) |-o0;—1]; e) [=3;00[; ) [?;oo :
8 28
DRk ik efis o ofk 0|l
.a) {~1;,2,8}; bﬂ—mrﬂuMﬂUEm4; ¢) {~12;—10;—6;—4;0;2;6;8} ; (DFQQUQ%L

. Szoveges feladatok 1.

. Akeresett kétjegyli szam a 17.

. Tehat 750 polot nyereséggel, 250 polot veszteséggel adott el.

. a) 12 liter 23%-os és 12 liter 35%-0s sooldatot kell sszekeverni ahhoz, hogy 24 liter 29%-0s sooldatot kapjunk.

b) 30 liter 23%-o0s ¢s 6 liter 35%-0s sooldatot kell 6sszekeverni ahhoz, hogy 36 liter 25%-0s sooldatot kapjunk.

. A teljes vagyon 12000 livres volt, mind a négy fitt ugyanannyit, azaz 3000 livrest 6rokolt.
. Az elsd jatékos 39, a masodik 21, a harmadik pedig 12 louis-val iilt le jatszani.

. A burkolat 10 nap alatt késziilt el.

. a) Ha ugyanabban az irdnyban kozlekednek, akkor 2,8 s alatt haladnak el egymas mellett.

b) Ha egymassal szemben kozlekednek, akkor 1,2 s alatt haladnak el egymas mellett.

. Széveges feladatok II.

300° 420° 540°
777 7 7
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2. A haromszog belsészogei: 1870 ,540 ,540 .

7 7
3. A trapéz szdgei rendre: 1030 ,9070 ,1630 ,2130 vagy 1030 ,9070 ,2130 ,1630 vagy 67,5°,112,5°,45°,135° vagy

67,5°,112,5°,135°,45°.

4. A deltoid szdgei rendre: 15°,75°,195°,75° vagy 18°,234°,18%,90° vagy 42 ,ST ,%,535 .

5. a) A haromszog oldalai 48, 90, 102 cm hosszusaguak, a beirt kor sugaranak hossza 18 cm.
b) A keresett pont a hosszabbik befogd azon pontja, amely a derékszogii cstcstol 32,2 cm tavolsagban van.

6. A keresett pont az 4 ponttol 5,5 cm, a B ponttdl 2,5 cm tavolsagban van.
7. A keresett haromszdg oldalainak hossza 3,3,1.

8. Els6foki egyenletrendszerek

4 27
1. a) {[ﬁ’ﬁ]}’ b) {(—2;—5)}; c) {(—1;—1)}.
2. 2) {[5;%]}; b) {(2;0)}; c) {(1;—2)}; d) {(x;4x+1|x€ R)}; e) {(6;2)}; f) {(6;11)}.
L 1 1 A 1
3.a) a= o b) a 5 c) a= 5 d) nincsen ilyen a; e) a 5°

4. a)a=—-4,>b=1; b)a=—-4,b=1; c) a=—4; db=1.

9. Egyenletrendszerrel megoldhat6 feladatok
1. Az egyik sokszdg 28, a masik 6 oldalu. A sokszogeknek egyiitt 359 atlgja van.
2. A képkeret belsé mérete: 60 x 45 cm.

3. Ajetski sebessége allovizben 18%, a folyo sebessége 2%.

4. a) {(0:1)}: b) {[%%” ©) {(x;%xemz\{o}]‘l.
5. {(1;0;—1)}.

6. A téglatest egy csucsba futo élei: 9 cm, 12 cm, 24 cm hosszsaguak, testatloja 3489 cm.

7. A téglatest térfogata 144 cm’, egy csticsba fut6 élei 3 cm, 4 cm, 12 cm, testatloja 13 cm.

1. Adatok megadasa, szemléltetése
1. a) A testmagassag 3 cm-es csoportgyakorisaga:

gyakorisag a 15 éves fiuk testmagassdg szerinti eloszldsa
A
s (om) Intervallumhoz 10
£assag tartozo gyakorisag 8
154-156 2 5
157-159 4 4
160-162 6 2 J I I

163-165 9 0 test-;

154- 157- 160- 163- 166- magassdg

166-168 4 156 159 162 165 168 (cm)
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b) A matematika osztalyzatok gyakorisagi eloszlasa:

Osztalyzat Gyakorisag
2 6
3 9
4 7
5 3
2. Kozépértékek
l.a) x=3,57, Mo =3, Me=4;

b)
W clégséges M 6 H elégtelen W
B kozepes W jeles W elégseges H jeles
B kozepes
A 15 éves fitk matematika osztalyzat szerinti eloszlasa Az osztély torténelem osztalyzat szerinti eloszlasa

2. Az emlitett jatékos magassaga a palyan maradt jatékosok magassaganak atlaganal 6 cm-rel nagyobb.

3. a) Mind az atlag, mind a médusz, mind a median 5-tel nd.
b) Mind az atlag, mind a médusz, mind a median (-2)-szeresére valtozik.

4. a) Hét tanulo irt jo osztalyzati dolgozatot.

b) gyakorisag osztalyzatok eloszlasa
12 A
10
8
6
4
L i
0 >
elégtelen elégséges kézepes Jeles osztalyzatok
c) Mo = Me =3.

5. a) Van a feltételeknek eleget tev0 szamsokasag. Pl.: 2,2,2,2,3,5,8,9024,9024 ;
b) Van a feltételeknek eleget tevé szamsokasag. Pl.: 1,2,2,3,3,28,28,28,17977 ;
c¢) Van a feltételeknek eleget tevd szdmsokasag. PL.: 1,2,2,3,3,1848,1848,1848,12517 ;

d) Nem létezik a feltételeknek eleget tevé szamsokasag.
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