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a) 25; b) 12; c) 4; d)s; e) 27; f) 3; g) 70; h) 3; 1) -21.

a)2;  b13; S5 d)Il;  e) 10-24/21 (Nem egész!);

f) 564245 (Nem egész!); g) 40; h) 2;
i) A kifejezés biztosan pozitiv, ezért ekvivalens atalakitast végziink, ha a kifejezés négyzetét négy-
zetgyok ala tessziik:

\/(\/27+10\/§ +\/27—10\/5)2 274 1047 +2427410v2 271042 +27- 1047 =
=\/54+2-\/(27+10\/§)(27—10\/§) = 5442277 —100-2 =54+ 24529 = /100 = 10;

1) Az el6z6hoz hasonldan:

\/(\/19+6\/ﬁ—\/19—6\/ﬁ)2 :\/19+9x,?0/—2~1/192—(6\/ﬁ)2 +19— 6410 =
=38-2=6.

. ) bal oldal (~24/2) < jobb oldal (242);

b) bal oldal (4) > jobb oldal (JE );
¢) bal oldal (2—23J < jobb oldal (12).

a) Indirekt modon bizonyitva:

Tegyiik fel, hogy V3 raciondlis szdm, azaz felirhaté két egész szam hanyadosaként!
V3= E, ahol a tort tovabb mar nem egyszerlisithet6, azaz p, ge Z" és p, g relativ primek.
q

A g-val valé beszorzis utan emeljiik négyzetre az egyenletet! 3-¢* = p’
Mivel az egyenlet bal oldala 3 tobbszorose, ezért az egyenlet jobb oldalan 4ll6 p* oszthat6 kell,
hogy legyen 3-mal, ami csak ugy teljesiilhet, ha p is oszthaté 3-mal, tehdt p° 9-cel is oszthatd. =
Az egyenlet bal oldala is oszthaté 9-cel, azaz g oszthaté 3-mal, tehét g is oszthaté 3-mal. = p és
q is oszthat6 3-mal, tehat nem relativ primek.
A feltételezésiink alapjan ellentmondasra jutottunk, vagyis a feltételezésiink — miszerint a NE)
racionalis szam — hamis, igy V3 csak irracionalis szam lehet.

b) Az el6z6h6z hasonloan...

¢) Indirekt modon bizonyitva:
Tegyiik fel, hogy J10 racionalis szam, azaz felirhaté két egész szam hanyadosaként!

V10 = £, ahol a tort tovabb mar nem egyszerUsithet6, azaz p, g e Z" és p, q relativ primek.
q



5.

A g-val val6 beszorzas utan emeljiik négyzetre az egyenletet! 10-¢° = p°

Mivel az egyenlet bal oldala paros, ezért az egyenlet jobb oldalan 4ll6 p* paros kell, hogy legyen,
ami csak tgy teljesiilhet, ha p is paros, tehat p° 4-gyel is oszthato. = Az egyenlet bal oldala is
oszthatd 4-gyel, azaz ¢° oszthaté 2-vel, tehat g paros. = p és g is paros, tehat nem relativ pri-
mek.

A feltételezésiink alapjan ellentmondasra jutottunk, vagyis a feltételezésiink — miszerint a J1o

racionalis szdm — hamis, igy /10 csak irracionalis szam lehet.
d) Indirekt mdédon bizonyitva:

Tegyiik fel, hogy V21 racionalis szam, azaz felirhato két egész szam hanyadosaként!

1= £, ahol a tort tovabb mar nem egyszerlisithetd, azaz p, ge Z* és p, g relativ primek.
q

A g-val valé beszorzas utan emeljiik négyzetre az egyenletet! 21-¢° = p°
Mivel az egyenlet bal oldala 3 tobbszorose, ezért az egyenlet jobb oldalan 4116 p* oszthatd kell,
hogy legyen 3-mal, ami csak ugy teljesiilhet, ha p is oszthaté 3-mal, tehdt p* 9-cel is oszthaté. =
Az egyenlet bal oldala is oszthat6 9-cel, azaz ¢” oszthaté 3-mal, tehét g is oszthaté 3-mal. = p és
q is oszthato 3-mal, tehat nem relativ primek.
A feltételezésiink alapjan ellentmondasra jutottunk, vagyis a feltételezésiink — miszerint a J21
racionalis szam — hamis, igy V21 csak irracionalis szam lehet.

e) Indirekt modon bizonyitva:
Tegyiik fel, hogy Ja (a € Z*) racionalis szam, azaz felirhatd két egész szam hanyadosaként! A
feladat szerint ¢ nem négyzetszam, azaz a primtényez0s alakjaban legalabb egy kitevo paratlan
szam.

a=p"-pt-...-p alakban legyen az i-edik primtényezd k, kitevéje a paratlan kitevo!

vJa =—, ahol a tort tovabb mar nem egyszerisithetd, azaz m, ge 7" és m, g relativ primek, és
q

m> 1.

A g-val valé beszorzas utan emeljiik négyzetre az egyenletet! a-g° =m’

Mivel az egyenlet bal oldala a tobbszorose, ezért az egyenlet jobb oldalan 4ll6 m” oszthato kell,
hogy legyen a-val, azaz a minden primtényezéjével (igy p-vel is!). Mivel m” négyzetszam, ezért
primtényezds felbontdsdban minden primhatvany kitevdje paros, igy p, kitevdje is. Mivel a bal
oldalon a p, kitevGje paratlan, ezért ez ellentmondas, vagyis a feltételezésiink — miszerint a Ja
racionalis szam — hamis, igy Ja csak irracionalis szam lehet.

a) Indirekt moédon bizonyitva:
Tegyiik fel, hogy V5 -1 racionalis szam, azaz felirhat6 két egész szam hanyadosaként!

J5-1= £, ahol a tort tovabb mar nem egyszer(isithet6, azaz p, ge Z" és p, g relativ primek.
+ cp e . . . .

Rendezve az egyenletet J5 = L) kifejezéshez jutunk, melynek jobb oldala raciondlis, de az
q

el6z0 feladat alapjan a J5 irraciondlis szam, igy ellentmondésra jutottunk.
b) A bizonyitas soran alkalmazzuk az el6z6 feladatban hasznalt 1épéseket.
¢) Indirekt moédon bizonyitva:

Tegytik fel, hogy V3 ++/5 raciondlis szém, azaz felirhaté két egész szam hanyadosaként!
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»® gyokvonas

3+45 = £, ahol a tort tovabb mar nem egyszerlisithetd, azaz p, g€ Z" és p, g relativ primek.
q

A g-val valo beszorzas utan négyzetre emelve, majd rendezve az egyenletet 2\/Eq2 =p> -84

2 g 2
Ebbdl /15 = p 3 fq , amelynek a bal oldala irracionalis, a jobb oldala racionalis, ami ellent-

mondas.

SN
000’

a)0;  b)0;  ¢)70; d)2;  e)14-104/3.

a) 7\/a_3=7ax/;, aholae R* U{0};

b) [b|e (4c—2+¢?), ahol be R, ce R* U{0};

SR PR N 7. 7++/40
a) 3J7;  b) S0 oo (7-+/40) —rl
2) 43; b) i 2 i D V65,

e) V30 +5; f) 2J‘+3\/§; 2) 13—2J_2; h) 20/6 —49.

a) bal oldal; b) jobb oldal; c) jobb oldal.

a) 48—6+/15;  b) —?

1 9
a) , aholxe R* U{0 \{—};
2Jx+3 {0} 4

1
——, aholae R u{o0l\{1};
— {oh )

c) %, aholye R"\{25};

b)
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2(Vb+2)~(Vb-2)-2b (Vb+2)

(Vo-2)(foea]  4b-b
—brlb Jb+2 b2
-2 4f5=a -2’

d) Ko6z06s nevezore hozas utan:

felbontva a zarojeleket a szamlaloban, dsszevonas utan:

ahol be R*\{4;16}.

8. Gyoktelenitsiik az dsszeg tagjainak nevezdjét!
IS R N N s
2-1 3-2 4-3 7 (n+1)-
a nevezok értéke 1, igy a kifejezés:
BT+ =B+~ B+ 417 =n+1-1.
A kifejezés értéke akkor racionalis, ha a négyzetgyok alatt négyzetszam all. Mivel n < 2008, igy az
n + 1lehetséges értékei: 1; 4; 9; 16; ... 1936(= 44* ) ,azazazn lehetséges értékei: 0; 3; 8; 15; ... 1935,
de n pozitiv, tehat csak 43-féle értéket vehet fel.

1 1 1 ~
¥ AN (aeT) BE (BiR) Na (I+I) Tt (o)
\/\/55\/\/; \/\/gg ://—25 \/\/ZZ ://—35 }:1:11_://—3 , ahol minden tag felirhatd két tort kiilonbsé-
gekeént:

%
+
+

{5 #HE#HEZ ] #a

A végeredményben a masodik tag barmely n e Z" esetén pozitiv, igy a kifejezés értéke kisebb, mint 1.

10. Felirva az allitast 1—;>2, rendezés utan L> ! , azaz ~n+1>100, tehat
Jn+1 100 100 n+1
n+1>10000, ahonnan »n >9999.
1.
2 4
D% B2 92 -0l 9l Ha @0 hy—.
3 3 3
2.
a) la|; oc dd e -e 0)|-fl=|fl: o g h A% k) .

000,
4)]



a)2; b3 o3 d5 92  H3 9
h) Felhasznalva, hogy 6+\/E:6+2\/§, valamint 56+24\/§:(6+\/%)

z
4(6”2_24;{‘5) _{B6-20-2;

hs=125, 2°=1 k)2

2

1.
a) D, =R;
R, =R;
y ;
zérushely: x =2;
1 / monotonitasi viszonyok: szigortian monoton novo;
/M X szé1s6értéke: nincs;
¥ paritasa: nem paros, nem paratlan.
4.1. a) abra
b) D, =R;
R = R;
y /
zérushely: x =—1;
1 menete: szigordan monoton névo;
~ széls6értéke: nincs;
— 0l { X o , ,
t paritasa: nem paros, nem paratlan.
4.1. b) abra
c) D, =R;
R = R;
y ;
1? zérushely: x =-9;
""" A 17 menete: szigoruan monoton csékkend;
i sz¢élséértéke: nincs;
paritasa: nem paros, nem paratlan.
4.1. ¢) abra
2.
oo, DL D205 2L B2 o 6-|a|-¥/b.
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3.
a) jobb oldal; b) jobb oldal.
4.
a8, by o Ue®; a2, e Ye75;  HAR2Y g Y
5
b) bal oldal; ¢) jobb oldal.

a) jobb oldal;

6.
3 4
6\/5; b 8\6; o 5377

a
) 5
d) Felhaszndlva az @’ —b’ = (a—b)(a’ +ab—b") azonosségot:

}/(Q/E;:/;_OH/Z):%H/EH/Z;

¢) Felhasznalvaaz a’ +b’ = (a+b) (a2 —ab —bz) azonossagot:

%(@%M) =3/225-2315 +4.
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) “Masodfoki egyenietek,

4}.

\Sﬁgvenlﬁtlenségek, egyenletrendszerek

*s000¢

1.
7Y 57 13 45
a) (x—4) +3; b) (x+9) -18; )| x—=|-—-——; fx——]|-——;
) (x-4) ) (x+9) (=) -5 o(+3)3
2
e) 2(x—2)" ~11; DY) PR LS 3(x—3)" -28; L resy 2.
2 2 2 2
2.
a) D, =R;
v4 R, =R"U{0};
zérushelye: x =0;
menete: ha x <0, akkor szigorian monoton csdkkend, ha x =0,
akkor szigortian monoton novo;
sz€lsBértéke: minimuma van x=0 helyen f(x)=0 értékkel,
maximuma nincs;
\ paritasa: paros.
0 1 X
1.2. a) abra
b) Tulajdonsagai megegyeznek az el6z6 fiiggvényével.
VA
1
of 1 X
1.2. b) abra



ax + bx+C=0

1.2. ¢) abra

d)

=Y

y

1.2. d) abra

of —

e)

mmn

>y

1.2. e) abra

Df =R;

R, =R™U{0};

zérushelye: x =0;

menete: ha x <0, akkor szigoruan monoton nvo, ha x = 0, akkor
szigorian monoton csokkend;

sz€élsBértéke: maximuma van x=0 helyen f(x)=0 értekkel,
minimuma nincs;

paritasa: paros.

D, =R;

R, =R"U{0};

zérushelye: x =3;

menete: ha x <3, akkor szigorian monoton csdkkend, ha x >3,
akkor szigorian monoton novo;

sz€ls6értéke: minimuma van x = 3 helyen f(x)=0 értékkel, ma-
ximuma nincs;

paritasa: nem paros, nem paratlan.

D = R;

R, =R" U{0};

zérushelye: x =-2;

menete: ha x < -2, akkor szigoran monoton csdokkend, ha x > -2,
akkor szigortian monoton nové;

sz€ls6értéke: minimuma van x=-2 helyen f(x)=0 értékkel,
maximuma nincs;

paritasa: nem paros, nem paratlan.



nglésodIokl’l egyenietek;
gyenlotiensegek; egyenletrendsze)

D
+
N

f)

1.2. f) abra

2

1.2. g) abra

h)

>

1.2. h) dbra

10

Df =R;

Ry =[-Le];

zérushelyei: {-1;1};

menete: ha x <0, akkor szigordan monoton csokkend, ha x>0,
akkor szigoruan monoton novo; szélséértéke: minimuma van
x=0 helyen f(x)=-1 értékkel, maximuma nincs;

paritasa: paros.

D, =R;

R, =[2e];

zérushelye: nincs;

menete: ha x <0, akkor szigordan monoton csékkend, ha x >0,
akkor szigoruan monoton névo;

sz€&ls6értéke: minimuma van x=0 helyen f(x)=2 értékkel,
maximuma nincs;

paritasa: paros.

D, =R; R, =[-4;0o[;

zérushelyei: {~1;3};

menete: ha x <1, akkor szigorGan monoton csdkkend, ha x>1,
akkor szigortian monoton novo;

széls6érteke: minimuma van x =1 helyen f(x)=-4 értékkel,
maximuma nincs;

paritasa: nem paros, nem paratlan.



&x F bx+C=0

i)

1.2. i) abra

k),

—

1.2.j) abra

1.3. a) abra

ok 4

D, =R; R, = ]-e0:3];

zérushelyei: {-4;-2};

menete: ha x < -3, akkor szigorian monoton név6, ha x > -3, ak-
kor szigorian monoton csékkend;

sz€élsBértéke: maximuma van x =-3 helyen f(x)=3 értékkel,
minimuma nincs;

paritasa: nem paros, nem paratlan.

D, =R; R, =[-2;00[;

zérushelyei: {3;7};

menete: ha x <5, akkor szigordan monoton csokkend, ha x =5,
akkor szigortian monoton novo;

sz€lsBértéke: minimuma van x =35 helyen f(x)=-2 értékkel,
maximuma nincs;

paritasa: nem paros, nem paratlan.

R, =[-4:0];

zérushelye: x =35;

menete: ha —4 < x <3, akkor szigorian monoton csokkend, ha
52 x 23, akkor szigorian monoton ndvo;
sz€&ls6értéke: minimuma van x =3 helyen f(x)=-4 értékkel,
maximuma van x =5 helyen f(x)=0;

paritasa: nem paros, nem paratlan.

1



Masodfoku egyenletek;
gyeniotiensegek; egyenletrendszerek

1.3. b) dbra

©)

o

1.3. ¢) abra

d)

<y

1.3. d) dbra

<y

R, = ]_5;4]§

zérushelye: x = 2;

menete: ha —5<x<4, akkor szigortan monoton ndvd, ha
4 > x 2 3, akkor szigorian monoton csdkkend;

széls6értéke: minimuma nincs, maximuma van x =4 helyen
f(x)=4

paritasa: nem paros, nem paratlan.

Ry =[-12;[;

zérushelyei: {-3;1};

menete: ha x < -1, akkor szigorian monoton csdkkend, ha x > —1,
akkor szigortian monoton novo;

sz€&Is6értéke: minimuma van x=-1 helyen f(x)=-12, maxi-
muma nincs;

paritasa: nem paros, nem paratlan.

zérushelye: x =0;

menete: szigorian monoton novo;

sz¢élséértéke: minimuma nincs, maximuma van x =3 helyen
f(x)=9;

paritasa: nem paros, nem paratlan.

a) minimum: f(5) =-3, maximum: f(8)=6;
b) minimum: nincs, maximum: f(10)=>5;
¢) minimum: f(—5) =8, maximum: nincs;
d) minimum: f (4)=-8, maximum: nincs.

12
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&x + bx+C=0
5.

a) x=-2; b) x, =6, x, =8; c) x, =-5x,=3; d) x, =-6,x,=5;

3 5
e) x, =—6, x, =-3; f) x, =—E,x2 =5; g2) x, =-7,x, =§.

. . . . . . . eeeccccos

a) x1=—5,x2=7; b) xlz—%,xzz R c) xlz_%’x2=

_2+v14 244 15

d) x,

2= s e)x=__9

2 2 2
f) nincs megoldas; g) nincs megoldas.

a) x,=—4,x,=3  b)x=Lx,=3% ¢ x=+/5x5=-5  d) x=-131x=2.
3
a) x,=-3,x,=1; b) x, =L x,=9; c)x=5; d) x=10.

2) a<?; b) b<—-12 vagy 12<b;  ¢) —5<ec.

5.
a) a=—§; b) nincs ilyen b; c) c=2—25.
8 4
6.
a)a<—l; b) -30< b < 30; c)c<—%.
12 12

1. A keresett tort a g

2. A keret szélessége 2,5 cm, a kép oldalai 15 cm és 20 cm hossztak.

3. 25 f6 megy kirandulni, fejenként 8400 Ft-ot kell befizetniiik.



) Masodfiokii egyenletek,

*l’-'%-f‘,égvenlﬁuenségek, egyenletrendSZereKx:

=" &

4. A kosztiim arat el6szor 10%-kal emeltiik.
5. A keresett szam a 27 vagy a 72.
6. A konvex sokszog 23 oldalu.

7. T =627 cm?.

0

. A gyorsabb aut6 3 km-re, a lassabb 2,4 km-re volt.

9. A teherauto sebessége 75 o menetideje 2,4 h; a személygépkocsi sebessége 100 %, menetideje

1,8 h.

10. Kiilon-kiilon 16 és 20 ora alatt toltik meg a medencét.

t] 933221y g2 (571-92, oldal)

. oo

1.
a) (x—11)(x+3); b) (x=8)(x+7); ¢) (x+12)(x+5);
d) (x+11)(2x-1); ¢) (4x—3)(2x-1); £) (2x+3)(5x+7).
2.
x+5 ) . x+10 a1l
B T R\ 1) b) T R\ -2k
o x+4 R\{—z;—f}; ) -1 R\{—S;—Z}.
x+2 2 x+5 4
3

a) x> +3x-10; b) x> —=9x+18; c¢) x*+18x+77; d) 3x*—17x+10; e) 12x* +53x+56.

4. Az egyenlet diszkriminansa pozitiv, igy vannak megoldasok.

_b
a) L+i:xl+—x2:_a:_2:_z;
XX, XX, < c 5

a

2
b) x12 "'xz2 =(x1 +x2)2 —-2xx, =b_z_£=@;
a a 4

69
OB W4 69
X, X XX, 510’
000, 2
14



8
&x + bx+C=0
d) Legyen x, > x, !

7/89
X =x" = (0 —x) (x5 +x,) =457 +x,7 - 2xx, - (x +x2)=T;

e) Legyen x, > x,!
x’=x" =(x -x, )(xl2 +x,%, + X, ) =% +x,7 = 2xx, -(xl2 +x,” + XX, ) = @
. 6x7 +4x—55+5109 =0.

. A 4.) feladat b) pontja alapjan:

2
(1) b*—4ac=0 és (2) b—2 _2e. 5 feltételeknek kell teljesiilnie.
a a

(1):)p£% és (2)= p=2,azazp=2.

bc . . P
- xS +x0x” = xx, (X, +x,), azaz 7 =8, ahonnan p = —10 (visszahelyettesitéssel ellendrizhetd,

hogy ekkor Iétezik az egyenletnek megoldasa).

a) A sziikséges ¢és elegendd feltétel, hogy teljesiiljenek az alabbi allitasok:
(1) b —4ac>0és (2) <>0és (3) LA
a a
(1)= p<-8 vagy 8< p|
és
(2)=-10<p =-10<p<-8.

és

(3)=p<-4 |
b) A sziikséges és elegendé feltétel, hogy teljesiiljenck az alabbi allitasok:

(1) b*—4ac>0 és (2) §>0 és (3) —§<o

(1)= p<-8 vagy 8< p|

és

(2)=-10<p =8<p.

és

(3)=>—4<p

15
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5¢ Masodfokurawisszavezethetoimagasabhio! yanlaial (67, oldal)
1.

a) x, =42, x, =-2,x, =49, x, =-9;

b) x, =+v2,x, =—\/§,x3 =+5,x, =-5;

c) x,=-1x,=3;

d) x, =%/3,x2 =2;

e) x, =+2,x, =-2;

f) x, =i/3,x2 =-2.
2

a) x, =—6,x, =0;
b) x, =-3,x, =1;

c) Felbontva a zardjeleket (x2 +4x— 2)2 +x*+4x-5=09.

Uj ismeretlen bevezetésével ( y=x" +4x— 2) masodfoku egyenletet kapunk:

¥ +y-3=9, melynek gydkei y, =—4, y, =3.

Visszahelyettesitve:

X +4x—2=-4 és x’ +4x-2=3.

Ezen egyenletek megoldasai: x, = -2+ V2, X, =-2- V2, illetve x,==5ux=L
d) y:=x>+5x—1 bevezetésével:

(y+3)-y—4=0, melynek gyokei y, =—4, y, =1, igy

54433
—
e) Az el6z6ekhez hasonloéan y:=x* +6x+7 bevezetésével ¥, =2, y, =3 adodik, ahonnan vissza-

—5+13
2

x*+5x—1=—4 és x’ +5x—1=1, melyek megoldasai x,, =  illetve x,,

helyettesités utan x, =5, x, =—1, x, =3+ V5, x,=-3- NG

5
f) yi=x’—6x = -2 =2 nE-Sy#El = (1-y)(y+5)-y(y+5)=5(1-y),
1-y y+5
melynek gydkei y, =-2,y, =0 jo megoldasok. Visszahelyettesités utan az eredeti egyenlet

megoldasai:
x,=0,x, =6, x, =3+4/7, X, =3-4/7.
g) Akét szEls6, illetve a két kozépsé zardjel 5sszeszorzasa utan (xz +5x— 6) (x2 +5x+ 6) -160=0,
melybél y = x* +5x — 6 helyettesitéssel végiil csak két megoldast kapunk: x, = -7, x, = 2.

3.

a) x’-tel val6 leosztas (x = 0 nem megoldas!) és kiemelés utan: Z(x2 + iz ]—(x L ]— 11=0.
x x

.. 1 .
Vezessiink be egy yj ismeretlent! y =x+— = 2 ( V- 2) —y—11=0, melynek a megoldasai:
X

5 5 1 1
»=—=,,=3 = ——=x+—4& 3=x+—.

2 ; . 1 3445 3-5

Beszorozva x-szel az egyenleteket, a megoldasok: x, =2, x, = Y X, = 5 X, = T;




ax + bx+C=0

b) Az el6z6hoz hasonléan adddnak a gyokok: x, =3, x, = —%;

c) x1=—2,x2=%,x3=—3,x4=%.

6. Masodfokirnegyenlotiensegekd(73%oldal)
1.

a) x<-2 vagy 3<x; b) 4<x<1L; c)xS—3vagy%Sx;
3 5
d) —Z<x<2; e) xe R\{-6}; f)x=5;
g) nincs megoldas; h) xe R; ) x= %
2.
5 19

a) x=>2——; b) nincs megoldas; c) x>——.

¥y ) s AT
3.
4 3 7

a)§<x<6vagy8<x; b)x<1vagy§<x<5; c) xe —5;3 \{1};

d) 5<x<2vagy3<x<5; e) —2<x<§;

f) x<-2-+/63 Vagy5<x<—2+\/a vagy 6 < x;

g) x<10—+/110 vagy —% <x<2vagy10++110 < x.

4.

a) Két kiilonb6zé megoldast akkor kapunk, ha a diszkriminans pozitiv, azaz (p — 5)2 -4(p-2)>0,
ahonnan p <3 vagyll<p,és p—2+#0,azaz p # 2 feltételeknek kell teljesiilni, mert kiilonben
els6foku egyenletet kapunk, melynek nem lehet két kiilonb6z6 megoldasa.

b)Az elézé feladathoz hasonléan a p”>+22p+85>0 egyenldtlenséget kapjuk, melybdl
p<-17 vagy —5< p.

S.

a) A grafikus eldjelvizsgalatra gondolva az egyenl6tlenség csak akkor teljesiilhet minden x-re, ha a
bal oldali kifejezés grafikonja egy lefelé nyitott parabola, melynek nincsenek zérushelyei,

41

azaz m—1<0és D <0. A két feltételbdl kapott megoldashalmaz metszete: m < 0

b) A grafikus eldjelvizsgalatra gondolva az egyenldtlenség csak akkor teljesiilhet minden x-re, ha a



) _Masodfoku egyenietek,

bal oldali kifejezés grafikonja egy felfelé nyitott parabola, melynek nincsenek zérushelyei,
azaz m+3<0 és D <0. Akét feltételbdl kapott megoldashalmaz metszete: 1< m < 6.

6. A fentiekhez hasonldéana ¢ —4 <0 ésa D <0 feltételeknek kell teljesiilniiik, melyekbdl ¢ < —%

adodik.

ecccccce eoe eoe eoe ooe eoe ©000000000000000000000000000000000000000000000

=30, oldal)

1.
a) x = 26; b) x=—?; c)x=-28; d)yx=1;
e)x =-0; )x=-2; g)xl=—§,x2=l; h) x = 8.
2.
1 1
a)x=1; b)x=9; c) x=—; d) x=—; e)x=25.
9 9
3.
a)x, =-7,x,=17; b)x, =-15,x,=-9; c) xlz—%,xzz?; d)x=8.
4.

a)x=1; b)x=7; c)x=—%; d)x=4; e)x=—%.

a) 9<x; b) —%stl; c)x<—%; d)xS%; e) x<4;

f)%<x; g)2<xvagyx=—%; h) -6<xésx#5; i) x=-1.

a) Négyzetre emelve az egyenlet két oldalat:
X+5+x=3+2Vx? +2x—15 =16, atrendezés és osztas utan:
Vx* +2x—15 = 7—x, Gjabb négyzetre emeléssel x° +2x—15=49 —14x+x’, ahonnan x = 4 (el-
lendrizve jo megoldas).

b) Az el6z6hdz hasonloan, kétszeri négyzetre emeléssel a 9x> —26x—-95=0 egyenletet kapjuk,

melybdl csak az x = 5 a jo megoldas.
¢) Négyzetre emelve a két oldalt, majd rendezve az egyenletet:

2/3x% +7x—6 = 2x+12, osztas és jabb négyzetre emelés utan:
2x* —5x—42 =0, melynek a jo megoldasa csak az x = 6.
207
d) X :Zaxz :7’

[ XX ]
) ..

18



8
&x + bx+C=0
e) x, =—4,x, =1

1
f) x1=—5,x2=3.

a) Alaphalmaz: x> —? .
— Ha x < -3, akkor az egyenl6tlenség minden x-re teljesiil, amit az alaphalmaz és a vizsgalt tar-
1
tomany megenged, azaz —?3 <x<-3

—Ha x>-3, akkor a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas (mert mindkét oldal értéke nem-
negativ):

3x+13 > x” +6x+9, melynek az alaphalmazba és a vizsgalt tartomanyba is belees megoldasai:
—3<x<L

Osszefoglalva a megoldasokat (a részmegoldasok unidja): —? <x<l.

b) Csak olyan x-ckre lehet megoldasa az egyenlétlenségnek, melyekre a bal oldal értéke nemnegativ,
azaz ha x <5, tovabba a jobb oldal is értelmezve van, azaz %S x. Négyzetre emelve (ekviva-
lens!) és rendezve az egyenlétlenséget: x* —12x+32 >0, melynek a mindkét feltételnek eleget
tevé megoldasai % <x<4.

¢) Az el6z6khoz hasonld gondolatmenettel —2 < x adddik.
d) x<4;

2
e) x<——.
) 5

81 Szamitott kozepertekek(86-87-01dal)

1.
a) A=17,G =15, b) 4=25,G =24, c) A=31,G=+/861;
d)A=g,G=2; e)A=ﬂ,G=g.
30 108 3
2. 19, 27.
3. 54,

4. Az 4tfogd hossza 12-4/2 (=16,97) em.

5. Az atfogd hossza 13-4/2 (= 18,38) cm.
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36—
6. Jeloljiik x-szel és (36—x)-szel a haromszdg befogoit! A haromszog teriilete: 7'(x)= %,

melynek maximalis értéke a szamtani és mértani kozép kozti dsszefiiggés alapjan:

2
[\/a-bSa;b = a-bS(a;bJ].

1 (x+(36—x) 1 5 , o . . ,
=l = 318 =162, és a T(x) fiiggvény akkor veszi fel a maximumat, ha

x =36—x, azaz a haromszog egyenld szaru, melynek befogoi 18 cm hossziisagiak.

. a-val és b-vel jeldlve a befogokat a haromszog teriiletének felirasabol ab = 36. A haromszdg befo-

. . +b .
goinak osszegét (a+b) alulrdl becsiiljik az 40> Ja-b egyenlétlenség alapjan:

a+b>2vJa b =236 =12, ahol az egyenlOség a = b esetén teljesiil, azaz a 6 cm befogoju,
egyenld szart derékszogli haromszogben legkisebb a befogok dsszege.

1
a+-—

1
4> lg—- & a+—22.
2 a a

1 o 1 . — .
. f(x)= x’ +x_2+ 2>4, egyenldség x* = = esetén teljesiil, azaz a minimum helye x, =+1, x, =1,

—_——
=2

értéke f(x)=4.

. 0(9;25)=+353 ¢és H(9;25)=%;
0(32:18) =674 ¢s H(32;18)=%6;

0(21;41) =/1061 és H(21;41):%;

o 2:5) (B [ 12:)-120
53 )\ 450 573 61
27 2 \ 5832 27°2) 97

. A sebességek atlaga: A4(70;90) = 80.
Az atlagsebesség kiszamitasa:
Osszesit _ 205 _ 2 _ 1(70,90)=78,75.
osszesidé6 s s 1 1
70 90 70 90
(s km
Az eltérés: A(70;90)— H (70;90)=1,25 T

atlagsebesség =



L
‘ ax + bx+C=0

12.

a)aSl2 & a(a+b)<2ab & a’-ab<0 & a-(a=b)<0;
— 4= poz.

a b

neg.

b) 1215\/5 & 2ab<\ab(a+b) & 4a’b’<ab(a’+2ab+b’) & 0<(a-b)’;

a b

2 2
9) a+b£ @ +b = 2(a2+2ab+b2)s4(a2+b2) =N OS(a—b)z;
2 2

2 2
CHD o Pep < o d <

d)

Egyenl6ség minden esetben akkor és csak akkor all fenn, ha a = b.

13. A haromszdg befogoit a-val, illetve (22 — a)-val jeldlve az atfogd hossza /a’ +(22—a)2 ,ami a
négyzetes és a szamtani k6zép kozti relaciod alapjan alulrél becsiilheto:

/ 24(22-a)" _a+(22-
@ +(22-a) >4 (2 a),azaz Ja* +(22—a)’ 21142, ahol az egyenl8ség a = 22— a esetén

2
teljesiil, tehat az a = 11 cm befogoju, egyenld szara derékszogi haromszog atfogdja a legrovidebb.

oo . oo oo oo oo oo oo oo oo ececece

9hszelsoertek-feladatoki{91Fo2 oldal)

a)a=5gésb=3022;
s s
b) t=6 s mulva;

©)

d (m)

401--44-
30 o

20
104+ v 0

ol 4 10

9.1. ¢) abra
d) 3 s-nal 45 m magasan.

S22
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2.
a) T:[0;20] > R; T(a)=40a—2a2;
2
b) 7:[0;40] - R; T(b)ZQOb_%;

¢) T, =200m’.

3. Ha a-val és b-vel jeloljiik a fiives teriilet oldalait, akkor a park oldalainak hossza a burkolattal egytitt
a+ 4 és b + 4. A burkolat teriilete a-val és b-vel kifejezve:
(a+4)(b+4)—ab=400, ahonnan a+b=96 = T =a(9%—a).

fiives

Ves

, ., . - e, ., a+(96—a) , .
A szamtani és mértani kozepek kozti relacio alapjan: T < B =48", a teriilet akkor

maximalis, ha a =96 —qa, azaz a fiives teriilet 48 mx48 m-es.

4.
a
a
30-a
B
30
9.4. dbra
307 2 .
Thuuadék=7—a(30—a)=...=(a—15) +225=min. = a=15cm.

A minimélis hulladék: 7, =225cm’.
(Masik megoldas: a kivonandot feliilrdl becsiilhetjiik a szamtani és mértani kézépre vonatkozd
egyenlotlenség segitségével...)

9.5. abra

A ,lees6” haromszogek egyikének befogdja a, masikanak ami kifejezheté a-val:

b
\/5,

22



ax + bx+C=0

b
= =30-av2.
V2

2
: (30-av2 2
A =2'%+¥=2a2—30x/§-d+450=...=2(a—%) +225 = min.
15 15v/2
a=—= =———-Ccm.

cm
2

A minimalis hulladék: T, =225 cm’, azaz a két esetben ugyanannyi hulladék keletkezett.

. a-val & (20—a) -val jeldlve a szakasz két darabjanak hosszat a rajuk emelt négyzetek teriiletdssze-

ge:

(a+(20-a))’ .

> " =200cm’ ha a=10cm.

(a)=d’ +(20—a)2 >

0Ossz

. Az el6z0 jelolésekkel:

B
(20-a)"- 2 X2 2
2 o2 _ =7ﬁ(a_§) , 600V3

T;Sssz (d) = T;zabA + T;zabhatsziig = 2 : b =... 4 7 7

&

ahonnan a = El esetén lesz a teriiletdsszeg minimalis, azaz a szakasz két részének hossza el cm

, 120
és — cm.
7

. A gydkok létezésének feltétele: (3—p)*—4-(p+3)20. A masodfoku egyenlStlenségnek a megol-

dasai:
p <5-428 vagy 5+28 < p-
A gyokok négyzetdsszege:

2
x4 =(x+x) = 2xx, =(—§] —2-§=(3—p) 22 (p+3)=...=(p—4)" 13, mely kife-

jezés p =4-nél venné fel a minimumat, de a fenti feltétel szerint a gydkok négyzetdsszege csak az

5-28 (=—0,29)-nal kisebb, vagy a 5+ V28 (=10,29)-nal nagyobb p értékek esetén értelmezett.
Elébbi tartomanyon a négyzetdsszeg fiiggvény szigortian monoton csokkend, utdobbin szigortan
monoton ndvé => minimumat 5—+/28 vagy 5 +/28 helyen veszi fel. Példaul behelyettesitéssel
eldonthetd, hogy p=5- V28 esetén lesz a gyokok négyzetdsszege minimalis.

105Masodfokulegyenietrendszerek{o63oidal))

1

a) x=2¢ésy=15;
b) x, =18 ésy, =35 vagy x, =18 és y, =-35;

23
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) Masodfokifegyenletek;
',Ségvenlt’itlenségek, egyenletrendszerel

c) x,=12ésy, =3 vagyx, =—12ésy, =-3.

12
. A keresett tort a 7 .

. A rombusz 4tl6i 48 és 20 cm hosszuak.

a) x, =—1,6 ésy, =4,2 vagy x, =2 ¢ésy, =3;

60 87

b =—1ésy, =5 va, =——4¢ésy, =——;

) X, n=3vagyx =—— &y, =
—21+2+4/190

BT

_ —21-24/190

25+6:/190 |
== ¥
22 11

25-6+190
) X == és

1 2

a) Kivonva a masodikbol az elsé egyenletet egy els6foku kétismeretlenes egyenletet kapunk, mely-
bél kifejezve az x-et behelyettesitjiik azt az elsé egyenletbe:
(3+y)2 —(3+y)+y* =3y =15, igy a megoldasok x, =1ésy, = -2 vagyx, =% ésy, = _73

b) A masodik egyenlet kétszeresébdl az els6 egyenletet kivonva, majd a kapott elséfoku egyenletbdl
y-t kifejezve, és az els6 egyenletbe visszahelyettesitve adodik a megoldas: x =—-1¢ésy =1.



1\ ViZ3yAld s 2 edr0a0 (104, oldal)

1. A szélességi korok koziil csak az egyenlitd, a hosszlisagi korok koziil mind fokor.
2. 743 cm.
3. 5V2.

4. A testatlo +474 dm, ami kozelitdleg 60, 16, illetve 7,5%-kal nagyobb a lapatloknal.

a) Henger, melynek magassaga a téglalap forgastengelyre eso oldala, alapkorének sugara a téglalap
masik oldala;

b) henger, melynek magassaga a téglalap kozépvonalaval parhuzamos oldala, alapkorének atmérdje
a téglalap masik oldala;

c) kettds kup, azaz két egybevagd, egybeeso alaplapu forgaskup, melyek magassaga a négyzet atlo-
janak a fele, alaplapjuk atmérdje a négyzet atloja;

d) csonkakup, mely alap- és fedokorének atmérdje a trapéz egy-egy alapja, magassaga a trapéz
magassaga;

e) egy henger és két kup, melyek az alaplapjaikkal illeszkednek a henger egy-egy alaplapjara, ahol a
henger és a kiipok alapkoreinek sugara a trapéz magassaga, a henger magassaga a trapéz rovidebb
alapja, a kipok magassaga a trapéz alapjai kiilonbségének a fele;

f) egy henger, melybdl , kivagtunk™ egy-egy, az alaplapjaira illeszkedd kapot, ahol a henger magas-
sdga a trapéz hosszabb alapja, a két egybevagd kup magassaga a trapéz alapjai kiilonbségének a
fele, és a henger, valamint a kipok alapkdrének a sugara a trapéz magassaga;

g) a korrel egyenld sugari gomb.

6. A kocka térfogata 125-szordsére no.

7. Az élek nem ko6z0s végpontjai altal meghatarozott haromszog minden oldala a kocka egy-egy lap-
atloja, mivel a kocka lapatloi egyenld hossziisagtiak, ezért a vizsgalt haromszog szabalyos.

8. A legrovidebb ut hossza 20 egység. (Haromféleképp is ki lehet teriteni a téglatest oldalait egy sikba,
a harom eset koziil az abran lathatoban lesz a legrévidebb az 1t.)
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1.8. abra

2, (023000093 1213001935y (109, 0ldal)

A=A B B’

2.1. abra

2. A kapott képharomszdg oldalai az eredeti haromszog kdzépvonalai.

2.2. abra

3. Az egyik koron egy tetszleges P pontot kivalasztva, majd a megfeleld szoget a masik kor kozép-
pontjaba masolva (egyallast és forditott allast szogként is) megkapjuk a P pont képeit pozitiv és
negativ hasonldsagi aranyra is. Ezutan a képpontokat 6sszekotve P-vel kimetssziik a korok kozép-
pontjait dsszekdtd egyenesbdl a hasonlosag centrumat (C; és C,).

26
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2.3. dbra

r,-gyel és r,-vel jelolve a korok sugarait,
ha KK, #0 és 7 #r,, akkor két hasonldsagi kdzéppontot,
ha KK, #0 és r, =r,, akkor egy hasonldsagi kdzéppontot,
ha K K, =0, akkor egy hasonlosagi kdzéppontot kapunk.

4.
a) Az egyes pontok képét egy M pontbdl indulo félegyenes segitségével kaphatjuk meg.

2.4. a) abra

b)

C=C(=M) A A

2.4. b) abra

1
5. FS = FTC barmely C esetén = Ii_i’ = é = alland6, ami megfelel egy F kdzépponta, 3 aranyu ko-

zéppontos kicsinyitésnek = mivel a C csucsok egy O kozéppontu korvonalra illeszkednek (k), igy
a kicsinyitéssel kapott S sulypontok is egy korvonalra illeszkednek (k', melynek kézéppontja az FO
szakasz F-hez kozelebbi harmadold pontja, sugara pedig az eredeti kor sugaranak a harmada).

A k" kdrvonal minden pontja lehet valamely haromszdg stlypontja, hiszen ennek a pontnak az F
kodzépponta 3 aranyl nagyitasaval éppen a k korre illeszkedd pontot kapunk.

27



2.5. abra

3, rlasonldsdgl transzformAds (1113, oldal)

1. A derékszog szogfelezdje altal levagott haromszogek mindkét hegyesszoge 45°-os, igy hasonlok az
eredeti haromszoghoz.
A 36°-0s szarszogl egyenld szart haromszog rendelkezik még ezzel a tulajdonsaggal.

2. x=15,y=12,5,v=5,z=3.

3.
a) igaz; b) hamis; c) igaz; d) igaz; ¢) hamis.

4. Jelolje a,, b, f, az egyik, a,,b,, f, a masik téglalap oldalait és atlojat!

2 2 2 2 2
o _a  b_a_, o f_ [areb?  |Ga)+(n) F(af+b)
b b, b q i c1]2+b]2 a]2+b,2 alz+bl2

= a megfeleld oldalak és atlok aranya is egyenld, tehat a két téglalap hasonlo.

5. A lecke 4. példajanak b) pontja alapjan a megfeleld kis haromszogek és az eredeti haromszog ha-
sonlosagabol adddnak a talpponti haromszog szogei:
180°—2¢, 180°—2f, 180°—2y.
Tompaszogl haromszogben:

3.5. abra

RCQZ =y (mert cstcsszogek) = MRCQ htrnégyszogben RMQO/ =180°—vy;

AQMA és BRMA hasonlo, derékszogili haromszogekben RACZ = QBCZ =90°—- RMQZ =y —905,
Az els6 részhez hasonl6 gondolatmenettel (4PRA, BOPA, MROA, ABMA alapjén) a talpponti PORA
szogei: a =20 B =2B y =2y —180°.
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4, A nasonlosdy alicilmzzdsal (113, oldal)

1. A két haromszog hasonldsaga két szogiik egyenldségébdl kovetkezik (90°, szarszog fele).

r=4,8 cm.
2. R= @ cm =13,02 cm.
48
3.
keriiletiik 3-szorosara, g -szorosara, illetve A-szorosara valtozik;
4 . .
teriiletiik 9-szeresére, 5 -szeresére, illetve A%-szeresére valtozik.
4. A
B E c
4.4, abra
. AB BE AB A
A szogfelezotétel szerint — = —, ezt atrendezve: — = —C
BE CE

3, 30019 sildelomole lariilaia 45 tariilaia, nasonld tasiald falszing 25 tdrfogaia
(125, oldl)

1.

a) b) 9] d)

3
2 3 > 1,1

A 4
K 2 3 3 1,1

4
T 4 9 2 1,21

16
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2.
a) b) c) d)
3
2 3 = 1,1
& 4
A 4 9 2 1,21
16
Vv 8 27 2—7 1,331
64
3. fele; V2.
AB
2
AB
AB
5.3. abra
4. c
P a’
A AR
A /R B
5.4. dbra

— T ABC _ AB
TPQC 2 = P Q \/E
mérjiik 4-bdl AB-re, majd a kapott R ponton keresztiil AC-vel parhuzamost szerkesztiink (szogma-
solassal), és a BC-bdl igy kimetszett O ponton keresztiil parhuzamost szerkesztiink 4B-vel (szog-
masolassal).

, mely szakasz az el6z06 feladat alapjan megszerkeszthets. PO-t fel-

a)l:4; b)l:16; c¢)l1:16; d)1:64; e)l:4;, £)1:16; g 1:64, h)l1:4; 1i)1:1.
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9, BgYa0 2 39 Y0avagosdygl iransZiormaed ol (iay2s21t0 anyay)
(132=1133, old=l)

1. Az nem igaz, hogy a kapott szakasz a haromszog egyik oldalanal sem hosszabb, de az igen, hogy
a leghosszabb oldalnal nem hosszabb. Ugyanis egy szakasz merdleges vetiilete mindig legfeljebb
olyan hosszu, mint maga a szakasz. (Ha parhuzamos a meréleges affinitas tengelyével, akkor egyen-
16 hosszaak, ha pedig nem parhuzamos, akkor rovidebb a merdleges vetiilet. igy a haromszog vala-
melyik oldalanal biztosan rovidebb a merdleges vetiilet.)

6.1. abra

. . 3
2. Az inverz transzformaci6 tengelye e, aranya 5
3. A definicio és az elz6 feladat alapjan belathato a feladat allitasa.

4. Elosz6r mutassuk meg, hogy minden paralelogrammahoz talalhat6 olyan merdleges affinitas,
amelynél a paralelogramma képe téglalap lesz!
Ha a paralelogramma derékszogii (azaz eleve téglalap), akkor az identikus transzformacié megfelel.
Ha a paralelogramma nem derékszogti, akkor vegyiink fel egy olyan e egyenest a paralelogramma
egyik hegyesszogli csticsan at (B), amely a paralelogramma egyik szemkdzti oldalat annak belsé
pontjaban metszi. (Ez az egyenes nem parhuzamos a paralelogramma egyik oldalaval és atlgjaval
sem.) A A =1 specidlis eset az identikus transzformdciét allitja eld. Kezdjiik el ndvelni ezutan A
értékét! Ekkor a B csuccsal szomszédos két csucs (4 €s C) egyre tavolabb keriil az e egyenestdl.
Elég nagy A esetén elérhetd, hogy BC és BA is 45°-nal nagyobb szoget zarjon be az e egyenessel.
Ekkor az ABC sz6g mar tompaszog lesz. Jeloljiink egy ilyen ardnyszamot A’-vel! Tehat a A ndvelése
kdzben kellett lennie az |I; A7 intervallumban egy olyan A, értéknek, amelyik esetén az ABC szdg
derékszog. Mivel a parhuzamosok merdleges affinitassal kapott képe is parhuzamos lesz, igy a A,
aranyszam mellett a paralelogramma képe egy derékszogl paralelogramma lesz, vagyis téglalap.
Akkor most oldjuk meg négyzetre!
A fent leirtaknak megfelelden vegyiink fel egy e egyenest, majd rendeljiik hozza azt a A, arany-
szamot, amelynél a paralelogramma merdleges affin képe téglalap lesz! Ez a A, tehat minden e
egyenesnél 1étezik. Kezdjiik el most forgatni az e egyenest a BA egyenest6l a BC egyenesig! (A két
hataregyenessel nem eshet egybe az e, mert akkor semmilyen A esetén nem érheto el, hogy B-nél
derékszog legyen.) A BA egyeneshez tetsz6legesen kozel folvehetjiik az e-t. Minél kozelebb vesz-
sziik fel, annal nagyobb lesz az e-hez rendelt 4, értéke. (4, értékét tetszoleges értéknél nagyobbra
novelhetjiik, ha e-t kozelitjiik B4-hoz.) Igy elérhetd, hogy BC’> BA’ legyen. Es ugyanigy: ha az e
egyenest a BC-hez kozelitjiik, akkor elérhetd, hogy BC’ < BA" legyen. Amig az e-t a BA egyenest6]
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a BC egyenesig mozgatjuk, a BC": BA" arany egy 1-nél nagyobb szamtél egy 1-nél kisebb szamba
valt at (ekdzben folytonosan valtozik). Tehat kozben valahol ol kellett vennie az 1 értéket. Ekkor
nemcsak derékszogl a paralelogramma, hanem egyenlé oldalu is, vagyis négyzet.

5.
a)x|—>3\/;; b)x|—>\/§.

6. Kozéppontos hasonlosagot kapunk, melynek kézéppontja a tengelyek metszéspontja, ardnya a me-
r6leges affinitasok kozos aranya.

7. A befogotétel alapjan mindkét esetben beldthato, hogy az igy kapott P’-re OP’-OP = r*, tehat he-
lyes a szerkesztés.

28
(3

7, €2s1)980 35 (D230 000 8 5202l (129232180 anyay) (139, oldal)

7.1. abra

2.
a) 24°; b) 35°; c) 60°; d) 90°; e) 135° f) 69,5°.



Ha a <90°: , ha a >90°
7.3. 1. abra 7.3.11. abra

Az a), b) és d) esetekben megszerkesztjiik (az alapon fekvo szdgei segitségével) az ABOA-et, majd
tiikkrozziik O-t AB-te, végiil O-bol és O’-b8l OA sugarral megrajzoljuk a megfeleld koriveket.
A 90°-0s 1atoszdgkoriv az AB szakasz Thalész-kore.

4. 146°.

5. Az érint6 latdszogkoriv érintési pontja.

6. A kép Szegeden lathaté a Mora Ferenc Muzeumban. Javasoljuk, hogy tanulmanyi kirandulas kere-
tében latogassak meg a helyszint.

7. Az ékszeriizletet szemléltetd szakasz hazakat érintd 1atdszogkorivének a hazakat érintd pontjaba.
A kor kozéppontja rajta van az ékszeriizletet jelz6 AB szakasz felezdmer6legesén, ami allando ta-
volsagra van a tér szomszédos oldalatol. Keressiik meg a felezomerdlegesnek azt a pontjat, amely
ilyen messze van A-tol!

3, 110r03g Y540yl aliclinazdsol (Kayds£ito anyay) (143-144, oldal)

1. Altalanos trapéz; nem specialis derékszogii trapéz; altalanos paralelogramma; nem specialis rom-
busz; deltoid, melynek legfeljebb 1 derékszoge van.
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8.4. abra

. A két haromszog hasonlosaga két szogiik egyenléségébol kovetke-
zik (PBE Z = PEAZ, hiszen az AE ivhez tartoz6 keriileti szogek).

. A két haromszog hasonlosagabol felirhaté a megfeleld oldalak ara-
nyanak egyenldsége, melybdl kovetkezik a feladat allitasa.

. Az el6z6 feladat alapjan barmely szel6 szeletei hosszanak szorzata

asonloSagiesial Kal mazasday

Hegyesszogli haromszdgben 1év6 hurnégyszogek: barmely két
csucs €s a beldliik kiinduldé magassagvonalak talppontjai, illetve
barmely csucs, a vele szomszédos 2 magassag talppontja €s a ma-
gassagpont alkotta négyszog (3-3 darab): ABT,T,, ACT,T,, BCT,T,,
AT.MT,, BT MT,.

Tompaszogli haromszogben ugyanezek a pontok alkotjadk a hur-
négyszdgeket, csak egyes esetekben a pontok mas sorrendben ko-
vetik egymast.

2a+2p3 =180°= a + 3 =90°= APBA-ben a kétives szog is f
nagysagu, igy BPAZ és BCQZ egyallast, tehat PA|CQ. (Egybe-
esés deltoid esetén jon 1étre.)

A tiikrozés miatt CMBM’ egy paralelogramma = a kétives szog is
180° — a nagysagu = A hurnégyszdogek tételének megforditasa sze-
rint ABM 'C hurnégyszdg, igy M illeszkedik az ABCA koriilirt ko-
rére. (Hasonloan belathato a tobbi felez6pontra tiikrozés esetén.)

az érintdszakasz hosszanak négyzete, ami adott kiilsd pont esetén 8.5. 65 8.6 abra

allando.



= = Huzzunk az adott oldallal parhuzamost a magassag tavolsagban!
7/ Szerkessziik meg az adott oldalra az adott szogh 1atoszogkorivet

m, (lasd elo6z6 lecke 3. feladat)!
A latoszogkoriv és a parhuzamos metszéspontja a haromszog har-
madik csucsa.
o
90-oa m
a
8.8. abra
? F-fel jelolve az AB iv és a szogfelezé metszéspontjat az ACF £ és a
BCF £ egyenléségébil kovetkezik, hogy a hozzajuk, mint kertileti
szdgekhez tartozo AF és FB ivek egyenlok.
A
B
F
8.9. dbra
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iSlavolsagokimeghatarozasak 1 (153, oldal)

. Az el6z0 feladat eredménye és az 1.2. abra alapjan 1L =

1. A haromszdg bels6 szdgfelezdjére vonatkozo tétel és az 1.1 abra szerint:

DC__4C

BC AC+4B

Mivel AC = a3, AC =a/3 és AB =2a, ezért a l;_C ‘13\/52 egyenldséget kapjuk. Ahonnan
a +2a

2
DC =a3 (2 - \/g) Pitagorasz tétele szerint: 4D = \/(«/ga)z + (\/ga (2 - \/5)) =f6a (\/5 - 1).
Tehat minden 15°-0s szdget tartalmazé derékszogii haromszogben a szoggel szemkozti befogo, a

szog melletti befogo és az atfogod aranya (2 —\/5) :1: \/5(\/5 —1).
A 15°-0s szbget tartalmazé derékszogili haromszog.

2a

1.1 abra

2-3

NENE ahonnan % = 30\/5(\/5—1)m.

A

1.2. abra

. Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével a szoveg alapjan! Szemléltesse a felhdkarcolot a BC sza-

kasz, az ismerds labat az 4 pont! A szoveg alapjan BC = 90 m, a B-nél levo depresszidszog 80°. Je-
16]jiik h-vel a keresett tavolsagot! (1.3. a) abra) A feladat most mar a kdvetkez6: az ABC derékszogii
haromszogben adott egy hegyesszog és az egyik befogd. Mekkora a masik befogo? Kicsinyitsiik az
ABC derékszogl haromszoget! Ekkor a kapott POR haromszog (1.3. b) abra) és az ABC haromszog
b(m) 1,6(cm)

90(m) B 9(cm)
mondhatjuk tehat, hogy ismerdsiink az épiilet aljatol koriilbelil 16 m tavol van.

hasonloak, a megfeleld oldalaik aranya megegyezik, azaz Innen b =16 m. Azt



Q
a=90m
10°
a’=9cm
, Js0®
C R b =16 P
1.3. a) abra 1.3. b) dbra

. Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével a szoveg alapjan! Szemléltesse az antennat a BC szakasz,
a vizszintes talajon lev rogzitési pontokat az 4 és a D pontok! A szdveg alapjan az A-nal levd szog
60°, az AD = 24 m. Jeldljiik x-szel a keresett tavolsagot! (1.4. abra) Az ABCA szdgei 30°, 60° és

90°-o0sak, korabbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy az oldalainak aranya AC:BC:AB=1: V32,

. 2
Igy AC=24m, BC= 24+/3 m. Alkalmazzuk Pitagorasz tételét a DBCA-re: x* = (24\/§ ) +48
, ahonnan x = 24\/7 m = 63,50 m. Tehat 24\/7 m hosszu drotkotélre van sziikség.

B

B

A AD=24m D

1.4. abra
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SZogiuggvenyekozotii{ 6salGaRoItal))

1.
a 56,49° | 87°42' | 18°35' | 3°32 x x x
8 5 7
sina | 0,8338 | 0,9992 | 0,3187 | 0,0615 V2-2 [ 410-245 0,4339
2 4
cosa | 055521 | 0,0401 | 0,9479 | 0,9981 V2442 \64“ 0,9010
2
tea | 1,5103 | 24,8978 | 03362 | 0,0616 V-1 5_2J5 | 04816
ctga | 0,6621 | 00402 | 2,9743 | 16,2355 V241 chis 2‘6 2,0765
2 15
tga NE) - 0,0078 123,89 1 J6
o 60° 64,98° 0,45° 89,54° 45° 67,79°
3 11 T
ctga 2 - 0,2078 0,0894 15,26 7
a 3526° | 32,470 | 7826° | 84,89° 3,75° 51,85°
4 S22
. 2 1 T
Ne — 0,1278 0,894 =
sina . 5 NE) 5
a 20,70° 30° 7,34° 63,38° _ 31,57°
5
8 b4
cosa ﬁ - 0,8783 0,0089 0,2632 —
2 7 5
o 45° - 28,56° | 89,49° | 7474° | 51,07°
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6.0VZ b 6*;”5; 0 2+2ﬁ;

d) -1.

7. Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével a szoveg alapjan! Szemléltesse a ,,dombot” a BC szakasz,
a dombtetdre vezetd utat az AB szakasz! A szoveg alapjan az 4-nal levo szog 12°, az AB =720 m.
Jeloljiik x-szel a keresett tavolsagot! (2.7. abra)

Az abra és a hegyesszogek szogfliggvényeinek definicidja alapjan: x =720-sin12° = 149,70 m.
Azt emelkedése: 100-tg12° = 21,26% -os.
B
720m
X|
90° 12°
c

2.7. abra

8. Készitsiink abrat (2.8. abra)! Az ADCA szogei 30°, 60° és 90°-osak, korabbi tanulmanyainkbol tud-

a a\/g , _ 2\/§a

juk, hogy az oldalainak aranya CD: AC: AD =1: V3:2. Innen CD=-—="2 &5 4D

B3 E
a\/_ (1\/_
B2 22 (5-1)

Igya BD=a-

Mivel minden 15°-0s szdget tartalmazo derékszogl haromszogben a szoggel szemkdzti befogo, a

sz0g melletti befogd és az atfogo aranya (2 \/_) 1: \/_(\/_ ) ezért EC: AC = ( \/3):1.

fgy EC=(2-3)-a és ED=CD—EC—i—( \/g)a=&(2—\/§)a.
A megoldas: EC:(Z—\/g)-a, ED=¥(2—\/§) BD_a\/_(f )

B
45°
D
a2
E N
90 - 15 .
2.8. abra

9. Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével a szoveg alapjan! Szemléltesse a vilagitotornyot a BC
szakasz, a hajot az A pont! A szoveg alapjan az 4-nal lev6 szog 6°36'=6,6°,a BC =54 m. Jeloljiik
x-szel a keresett tavolsagot! (2.9. abra)

. . . 54
Az abra és a hegyesszogek szogfliggvényeinek definicidja alapjan: x = T 6.6° =~ 466,71 m.
g

96 PXIXY
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2.9. abra

10. Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével a szoveg alapjan! Szemléltesse az emlékmiivet a BC sza-
kasz, a lejt6t az AC szakasz! A szoveg alapjana CABX =1°32'=1,53°,a DACK =24°18'=24,3°
ésaz AC =150 m. Jeloljiik x-szel a keresett tavolsagot! (2.10. abra)

Az abra és a hegyesszogek szogfliggvényeinek definicidja alapjan: 4D =150-cos24,3° =136,71 m,

CD =150-5in24,3°= 61,73 m és BD = AD-1g25,83° = 66,19 m. Innen az emlékmil magassaga:
x=BD—-CD = 4,46 m.

2.10. abra

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.
a)| 301 2 b)
sina |= | = 0,75 - (a>0) o | E ﬁ 0,45 a (a>0)
512 a +4 13| 2 Va? +1
4 |3 |7 a 51 V2| V319 1
cosa |= |— | — a>0 i I S I et >0
512 | 4 \/a2+4( N (sine | 3 51 56 e
3337 | 2 5 Y319 1
t S 2= === = >0 = —_— —
ge |05 |  (a>0) tgo | = 1 5 ~ (a>0)
4 J7 a 12 9319
t — 3 | — — >0 il
ctga 3 NG 3 2 (a ) ctga 5 1 B a (a>0)
c) 2
23 a —4
t — 310,25 >2
8% 15 V3 7 (@>2)
ctga 5 ﬁ 4 2 (a>2)
23 | 3 74
. 23 | N3 |17 a>—4
sing | —— | — | — (a>2)
NJ754 | 2 17 a
15 1 417 2
cosq | —| = | —— = (a>2)
o0, 754 | 2 17 a
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d)

ctga 3 1 10,25 > (a>2,5)

8 4q* —25
2 p—

tga 8 1 4 e} (a>2,5)

3 41 5
. 8J73 | 2 | 441697 4a* -25

sina | —— | — (a>2,5)

73 | 2 | 1697 a
3J73 | V2 | 4141697

cosa | —— | — | —— — (a>2,5)

73 | 2 | 1697 a

a) (sinoc—cosoc)2 +(sina +cosoc)2 =2sin’* a +2cos’ o =2(sin2a+cosza)=2;

. . R .
b) sin* o +cos* a =(sm2a+cosza) —2sin* o -cos’ a =1-2sin’ a -cos” a;

c) (tg72°-ctg18°+1)-cos® 72° = (tg 72°-tg 72°+1) - cos” 72° = (
c

BY

(4]

. 1
a) sina =—;
4

2

b) cosa =§;
4

sina sina sina V1—cos’ o
c) 2tga = = + ;
cosa  cosa  [1—sin’a cosa
sino sina
tga cos a sina -cosa
——=—cosa — =——————=sina-cosa.
I+tg"a sin” o sin” o ) cos“a+sin” o
+— I1+——— |cos” a
cos’ o cos’ a
a) sin 20°—cos 50° + cos’ 60° — cos 70° + cos” 30° +sin 40° =
. 1 3.
=cos70°—s1n40°+z—cos70°+—+sm40°:1;
b) (1-c0s36°)(1+sin54°)+cos54°-cos36°- ctg36° =
=(1—cos36°)(1+cos36°)+sin36°-cos36°-c9si=1;
sin36°
sin® 72°

——+1)-cos’ 72°=1;
os” 72°
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3.4. a) abra
c) tga =4

——

3.4. ¢) abra

e) sin2o =

| N

3.4. e) abra

g) tg(90°—a) =ctga =2,5.

“

(0° <o <45°);

3.4.b) abra

d) ctga =0,5;
B @
()

@)

3.4. d) abra

f) cos2a =

*’ @
“ RN

(0° <o <45°);

RIFS

@)

3.4.f) abra



BRSTKGESI et SZamitasokAdb

1. Készitsiink abrat (4.1. abra)! A befogé tétel alapjan 12 =+/9x-25x, innen x >0 miatt 12 =12x,

12
x=1. Az atfogd: ¢ =25x =25 cm, Pitagorasz tétele szerint a =+/25° —12° =16 cm, cosa = —.
Ahonnan a haromszog szogei: o = 53,13°, 8 = 36,87°,y =90°. 20

A AT=% T BT =16x B
¢ =25«

4.1. abra

a) Az AKF derékszogii haromszogre alkalmazzuk Pitagorasz
tételét: AF =5 cm. Innen AP=BP-2-AF =11cm, a

PE =~ AP-BP =+/231 cm = 15,20 cm.

b) PK* =7’ + PE* &sszefiiggésbl PK =r’ + PE* =20 cm;

¢c) sina = % Osszefliggésbol o = 40,54°.

a) t =14,10 cm’; b) ¢ = 26,06 dm’; ¢) t=0,54m’.

a) t=29,01 cm?; b) ¢ =31,983 dm’ = 55,39 dm?>; c) t=3,28m%

a) R=2,66cm; b) R=4,04 dm; c) R=8,27 m.

. . eset:
a

a) f =2a-cos15°=48,30cm, e=—
sin15°

= 96,59 cm;

b) Ekkor a vasarolt mennyiség: A = L 2591 cm’.

B

..

4.2. ¢) abra

4.6. 1. abra

d) t=62,77 cm’.
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g . onometna
¢ ’ g
-

II. eset:

a) f'=2a-sin15°=12,94cm, e'=

=~ 25,88 cm;
cos15°

b) Ekkor a vasarolt mennyiség: A'= & ~186,05 cm”’.

>

4.6. II. abra

7

a) 41,35%; b) 82,70%; ¢) 92,07%; d) 95,49%.

3,10 Aya0ma il s miEs 0l (179-1 30, oldal)

1.
a) o ~54,74°%  b)90°.

2. cosa = l = a =70,53°.

D

5.2. abra

3.
a) Az x* +80° =3h" és az x* +40° =’ egyenletekbdl (x >0,/ >0) &ll6 egyenletrendszer megol-
dasa: h=20J6 m= 48,99 m, x= 2082 m = 28,28 m. A torony magassaga 20~/6 m.

b) tga=ﬁ=\/§:>a=60°.
X
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5.3. abra

a)49,11°  b)45°% ) 69,30°  d) 135,58°.

9, 2liorolec) o ordinEizisiicon (187, oldal)

XYY

1. BC=-a—b, CD=a~b. AC =24, BD=-2b. AK =a, HD=-7(2b+a).

6.2. abra

3.a=p, b=;, E=Z], d=m, e=n.
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5.
a) 32:+213—%2(—33;—1), 35+2B—%E =/1090;
b) 4B(5;-12), [4B|=13;
¢) CB(~6;-8), @|:1o;
d) —%R*+§E(—ll;—8), —%B—c%a = \iss.
B 1 2442
6. ‘0A|:|OB|:|OC|:|OD‘:‘OE|:|OF‘:‘OG|:|OH|:2sin22’50: +2 .
i /#0] O—B[\lzzﬁ;\/z;ﬁ ] O—C[O; 2+2\/§ ] O—D[_\/ZZ\E;\DZ\E}

o 5 {5 ool

O—H{ngﬁ;_\/uﬁ}

2

y
4C
D 1 B
\ 22,5°
4571
3 45°) 1 \A
1 X
F H
G
6.6. dbra
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7, A 210452 352 03200054 349 g g yanyaliciltalhinos drialmazdss
(194193, vldal)

1. sin405° =sin45° = % =0,7071, cos405°=cos45° = g =0,7071;
sin2391°=sin231°=-sin51° = -0,7771, c0s2391°=c0s231°=—co0s51° = —0,6293;
sin1323° =sin 243° = —sin 63° = —0,8910, c0s1323° =c0s243° =—-co0s63° = —0,4540;
sin110° =sin70° = 0,9397, cos110° =—cos70° = —0,3420;
sin257° =—sin77° = —0,9744, cos257° =—cos77° = —0,2250;
sin 2850° =sin330° = —sin 30° = —0,5, c0s2850° = c0s330° =co0s30° = g =~ (,8660;
sin(—315°) =sin45° = ? ~0,7071, cos(-315°) =cos45° = g =0,7071;
sin(=9130°) =sin 230° = —sin 50° = -0, 7660, cos(—9130°) = c0s230° = —cos50° = —0,6428;
sin(—876°) = sin 204° = —sin 24° = —0,4067, cos(—876°) = cos 204° = —cos 24° = —0,9135.

2.

a) k,le Z,
sin —-0,602 -1 0,279 —ﬁ ﬂ
2 3
322,99° + k360° PR 16,20°+ £360° 240°+ k360°
O+ o —
®i 217,01°+1360° 163,80°+1360° 300°+/360°
sina 0,005 0 1 —g -0,5
0,29°+ k360° L S T 225°+ k360° 210°+ £360°
&1 179,71°+1360° 315°+1360° 330°+/360°
b) k,le Z.
cosa —0,6543 1 0,879 L ﬁ
2 3
130,87°+ k360° PR 28,48°+ k360° 120°+ £360° 41,81°+k360°
®ia 229,13°+1360° 331,52°41360° | 240°+17360° 318,19°+1360°
cosa 0,0125 0 -1 Q -3,5
2
89,28°+k360° S S e 135°+ k360°
%o | 270,72°+1360° - " 225° 4 1360° B
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3. sin(180°—a ) =sina; cos90°+sin180°=cos(—a)—cosa; sin(180°+a)=sin(-a);

cos(180°—a ) =cos(180°+a); sin’a +cos’ o =sin150°—cos240°.

4.
a) 635/3 cm?® = 54,56 cm?; b) 6,36 dm?*; c) 84,96 mm’; d) 365,735 m".
5. Az a=2Rsina 0Osszefliggés alapjan:
a R o
42 ~ 5,55 cm 4 cm 135°
3,2 dm 1,68 dm 72°
7,92 dm 3,96 cm 90°
6 5 36,87°, 143,13°
92,18 378,19 173°

6.
a) I. eset: a haromszog hegyesszogl
R*sin2y R’sin2fB R’sin2a
Lasc = Tous T loac Tlose = 2 + ) + 5 .

7.6. a) 1. abra

II. eset: a haromszodg derékszogi

R’sin2f  R’sin2 : :
yse =tose Tloge = 512n ﬂ+ 512n < & sin2y =sin180° =0, igy

R*sin2y R’sin2fB R*sin2a
e = + + .
2 2 2
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7.6. a) II. abra

III. eset: a haromszdg tompaszogii
R’sin(2a+2B)  R’sin2f  R’sin2 : .
_RsinQa ﬁ)+ s ﬁ+ SIM2Y 45 a sin(2a +2B)=—sin2y

tase = ~tous Flose Flose =
ABC 0A4B 04C OBC 2 2
alapian ¢ = R*sin2y + R*sin2p 4 R?sin 20
pjan I zc ) 2 > .
C
R
B

%,

7.6. a) II1. abra

a
bc-sina . a . bc-sina bc'ﬁ abc
b)a t=——— ésa sina = — 0Osszefiiggések alapjan: ¢ = = =—;
2R 2 2 4R
be-si . .
c)at= %, b=2R-sinfBésa c=2R-siny Osszefliggések alapjan:
. bc-sina _ 2Rsin B-2Rsiny -sina — 2R -sina-sin B -siny:
2 2
d)a t=2R*-sino -sinB-siny ésa R=— Osszefiiggések alapjan:
2sina
? a’-sin B -siny

. . . a . . .
t=2R?-sina -sinfB-siny =2 — >—-sino -sin B -siny = -
4sin” o 2sina



[ XX ]
) ..

50

o 405° | 450° | 1323° 110° 257° 360° -315° | -9130° | —876°
tgo 1 = 1,9626 | —2,7475 | 4,3315 0 1 1,1918 | 0,4452
ctga 1 0 0,5095 | —0,3640 | 0,2309 = 1 0,8391 | 2,2460

2.
a) ke Z,;
tga —0,602 20,279 —é ﬁ 0,005
3 3
o [148,95°+k-180° [ 87,18°+k-180° | 150°+k -180° | 47,87°+k-180° | 0,29°+k-180°
tga 0 -1 0,5
o k-180° 135°+k-180° |153,43°+k-180°
b) ke Z.

ctga 0,43 1 0,879 -3 g

o [113,27°+k-180° | 45°+k-180° | 48,68°+k-180° | 150°+k-180° |53,30°+k-180°
ctgo 0,0125 0 -3,5

o 89,28 +k-180° | 90°+k-180° |164,05°+k-180°

3. tg(180°—a) =tg(—a);

ctg(180°—a ) = —ctga;

ctg90° + tg180° = ctg (—a ) + ctgar;
(tg240°—ctgl35°)(ctg390° +tg315°)

sin®a +cos’ o =

tg(180°+a) = tga;

2




* SRR A (LA I IO P (A I IO 4
o (radian) 2 3 7 5 5 B 3 5
o (fok) -90° | —60° | —45° | =30° | 0° 30° | 45° | 60° | 90°
we | o | L] 2| [E[E]1],
2 2 2 2 2 2
tga - |3 -1 _ﬁ 0 ﬁ 1 NE) _
3 3
| @ | 2| 2| 2| 2| 2 | )
« (radian) 6 4 3 > 3 2 5
o (fok) 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
sino 0 1 Q ﬁ 1 ﬁ ﬂ 1 0
2 2 2 2 2 2
ctga - B 1 ﬁ 0 _ﬁ -1 | 3| -
3 3
9 iy grafilconja, j2ll2m=dse (209, oldal)

y:1—2cos(x+3T”J
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g(x)=-2cos3x

i(x)=1—2cos(x+3TﬂJ

Ertelmezési R [_2 - n'] _3_77 . R
tartomany ’ 2’
Ertékkész- 13
—-6;0 -2;2 ——= -1;3
let [ > ] [ ? ] |: 2 ? 2:| [ ’ ]
Periodus 2r Nem periodikus Nem periodikus 2r
116” - ? —5—ﬂ+k 2,
i 0;1,2;3; ko
4,5,6;7;8 =
St 2r
e db o == R
Maximum- oz +he 3 3 - T vkon
hely 6 ahol 4
Maximum le{0;1;2;3;4}
kel
0 2 3 3
2
1 =27 +1- %g— 3
Minimum- | 17, - ko
hely 6 ahol 4
Minimum 1€{0;1;2;3;4}
keZ i
-6 -2 —— -1
2
11z T
Szigoruan l:_%-'_k'z” —T l.g, )
m";‘lgt"“ p ahol |:—37ﬂ;—7r:| —3T”+k 2 4+k-2n]
T 1-9.3- L
keZ ?+k27r:| c 09192»39
4:5:6;7;8
_lrm
Szigor:’lan [5?77_’_]{.27[; o +/- ? .
m(;::;)yon 0 ahol [-7;7] [%+k-27‘[;7ﬂ+k'2ﬂ':|
T .1.9.2-
keZ — Tl ] o DB
4;5;6;7;8
Paritas Nem paros, nem | Nem paros, nem | Nem paros, nem Nem paros, nem

paratlan

paratlan

paratlan

paratlan




a) f(x)= cos(x—z?n)zsin(x—%); b) g(x) =3cost=3sin(2x+%);

2 (2 =
¢) h(x)= cos(ﬂ—gx)——sm(gx+5).

a) f(%n)ﬂ; f(—%ﬂ}i; b) g(%}—%; g(—%ﬂ):—g-

a) igaz; b) igaz; ¢) hamis; d) hamis; ¢) hamis; f) igaz; g) hamis.

) x=Fk-E ke b)-Eakom<x<Tik2m ke
4 2 6 6
c) %+k~27r£xs77ﬂ+k~27r, ke Z, d) 2?”+k-2n5xs7?n+k-2n, ke Z;

e) x=%+k~27t, ke Z: x:%r+l~2n', leZ; 6 —%+k~ﬂ$x$%+k-ﬂ, keZ.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

H0PAtaNgENsTEsiakotangensiugoye iiconja, tulajdonsigal (218, oldal)

seee

a) b)

y y
y:tg(x_ﬁ)_g y =-2ctg(3x)

10.1. a) abra 10.1. b) abra
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10.1. ¢) abra

d)

Y hy—1_ct ar
EEEE e

f(x)=tg| x—— |-3| g(x)=-2ctg3x| h(x)==-tg lx i(x)=1-ctg x+Z
3 2 2 4
] 5si S—ﬂ +k-m k n+k-2m
WREIIEZE | ey 75 : R\{—ﬂ,kez} { } R\{£+k-ﬂ,keZ}
tartomany 3 keZ 4
keZ
Ertékkész- R R R R
let
. T
Periodus T g 2w T
Zerushely | 5 29604 k-7 LAy 0.9273+k-21 bor
keZ 3
Szélsoérték nincs nincs nincs nincs
monton | 55 3
’ ¢ e E gk _ Tk akn
i Sw 3°3 3 4 4
ke ? +k-m
Szigoruan
monoton —n+k-2m;
fogy T+k-2rm
keZ
Parités Nem Paros, nem Paratlan Nem Paros, nem Nem ;’)aros, nem
paratlan paratlan paratlan
2.
NG
N TP A e TR . I N R G 3 I
6 ’ 4 2 7 176 9 87 '




a)x=%+k~%,keZ; b) %+k'n’<x<r£+k~r:,keZ;

c) —%+k-n<x<£+k~n, kez; d) —%+k-n$xs%+k-ﬂ, ke Z.

){ vk-m kel {——+1 T, leZ};b) {l~%,leZ};c) {§+k~n,kez};

d){2+k7rkeZ}u{n+l 2r, leZ}e){ E,ZGZ};
T T
f){ z } {3+k—k z}

a) i b) h; c) h; d) h.
. Bizonyitas:

cos(a +£) .
T 2 —sina
ctg(a +E)= =—tga.

. /4 cosa
s1n(a +5)

a), b)

10.7. a) és b) abra

I-sina 1o , 1>«
< S <

1-tga

Az dbra alapjan: ¢ 50, <o € Lipcomin < Laseas 18Y > > ¢ >
nena sina <a ¢ésaz a <tga egyenlbtlenségek adodnak.
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+ . sin o +sin
p =sina =fﬁ.

II. eset: a # B. Feltehetd, hogy B > a. Készitsiink abrat!

. a
c) L eset: o = = sin

Ahegyesszogek szinuszanak definicidja alapjan: FH =sin a+p
AB=sina és CD =sin . 2

Az EG az ABDC trapéz kozépvonala, igy EG = w.

Mivel OE <OF = FH < EG, ezért a fentiek miatt, barmely

ina +si . a+ .
a, B hegyesszogre a S Zsmﬁ <sin< B adodik.

10.7. ¢) abra
(A szinuszfiiggvény grafikonja a ]O; %l: -on konkav.)

d)Leset: a=p>=> tgﬂztga =M.

2 2
II. eset: o # B. Feltehetd, hogy B > a. Készitsiink abrat!

e . +
A hegyesszdgek tangensének definicidja alapjan: AC =tg d 5 p , AB=tga és AD =tgp.

. t t; .
Legyen F a BD szakasz felezGpontja, ekkor AF = %gﬂ' Mivel OB < OD, ezért a bels6

szogfelezore vonatkozo tétel szerint BC < CD. igy AC < AF, ahonnan a fentiek miatt barmely

o, B hegyesszogre a g ;—tgﬁ >tg “ -|2— B adodik.

(A tangensfiiggvény grafikonjaa |0; Tl on konvex.)
2

AD=tgp

D
AF:tga+tgﬁ

2 AD
AC:tgaZﬁ
AB=1ga Far

10.7. d) abra



1L Saiulyazaly, t3ial 35 nagfordiidsn, agyszarl grafzlmalz i fogalmal
(224-223, oldal)

1.
a)5; b) 9; c) 33; d) 37; e)31; f) 21.

a)31;  b)26; )26

w

. Az osztaly 37 f6s.
4. Az osztaly 32 f6s.
5. Igaz.

6. n-féle osztasi maradék lehetséges: 0;1;2;...;n—1, igy n + 1 db egész szam kozt biztosan van két
azonos osztasi maradéka = kiilonbségiik oszthato lesz n-nel.

7. Mivel 5-féle 5-6s osztasi maradék lehetséges (-2, —1, 0, +1, +2), ezért a 21(: 5 4+1) szam kozt
biztosan van 5 db azonos maradék, igy m-mel jeldlve a maradékot az 6t szam Osszege:
(Sa+m)+(5b+m)+(5c+m)+(5d +m)+(5e+m)=5(a+b+c+d+e)+5m,

azaz oszthat6 5-tel.

8. A 7-es osztasi maradékokat 4-féle skatulyaba sorolhatjuk (-3, -2, -1, 0, +1, +2, +3), és az egyikben
biztosan van két szam az 6tb6l = ha skatulyan beliil azonos a maradékuk, akkor a kiilonbségiik, ha
ellentétes eldjeli, akkor az 0sszegiik lesz oszthato 7-tel.

9. A négyzetszamok 5-0s osztasi maradéka 3-féle lehet (0, +1, - 1), melybdl kovetkezik az allitas.

10.

1.10. abra

11. Nem.
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‘Gﬁd KOHASIIMoHSZEreEK)
DMUMo KNI OSZINISEGSZAMILES

12. Indirekt: tegyiik fel, hogy minden csucs fokszama kiilonb6z6 (O; 1;2;3;...;m —1), ami ellentmon-
dasra vezet (0 <> n—1).

13.

a) Igaz;
megford.: Ha egy négyszog 4tloi felezik egymast, akkor az téglalap (hamis).

b) Hamis;
megford.: Ha egy haromszog egyenld szaru, akkor az egyik sulyvonala merdleges az egyik ol-
daléra (igaz).

c) Igaz;
megford.: Ha egy hdromszdg egyik oldala fele egy masik oldalanak, akkor a haromszog belsé
szogeinek aranya 1 : 2 : 3 (hamis).

d) Hamis;
megford.: Ha egy négyszdgnek van koré irhato kore, akkor két szogének dsszege 180° (igaz).

e) Igaz;
megford.: Ha egy négyszog oldalai egyenldk, akkor az atléi merdlegesen felezik egymast
(igaz).

f) Igaz;

megford.: Ha két pozitiv egész szam koziil az egyik oszthatd 9-cel, akkor a két szam legkisebb
ko6z6s tobbszordse 45 (hamis).

14. Mivel egy 4 cm oldalu, azaz 16 cm” teriilet(i négyzetbe legfeljebb 8 cm’ teriiletii hdromszog irhato,
és barmely pillanatban van olyan 4 cm oldala négyzet, melyben van 3 hangya, ezért az altaluk meg-
hatarozott hdromszog teriilete nem lehet nagyobb 8 cm’-nél.

15.201 = 2-100 + 1, igy a nagy négyzetet 100 db 10 cm-es oldali kis négyzetre vagva bizto-
san van olyan kis négyzet, melyben van legalabb 3 pont. Egy ilyen kis négyzet lefedheté egy

2
[_1 Of J -7 =157 cm” teriiletli kdrrel, melybél kovetkezik a feladat 4llitasa.

2, Bayaatd Komolnaiodicaiialadaiol, 520240351 45 O35220d0501 5220401y
(229-230, vldal)
1. 224,
2.
a) 120; b) 91.
3.100; 40.
4.
a) 36; b) 30; c)21.
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5.

a) 36; b) 6; c)9; d) 27, e) 20.
6.

a) 6; b) 54; c) 54; d) 6.
7.

a) 27; b) 81; c) 81; d) 27.
8. 4320; 108.

9. Osszesen 5 munkahely van, melyek mindegyike alkalmazhat fitikat, 3 pedig lanyokat is. = A fiuk
mindegyike 5-féle helyen vallalhat munkat, a két lany pedig az elsd esetben 3-3-féle helyen, a
masodik esetben 3-, illetve 2-féle helyen. fgy az elsé esetben 5° 3% =1125-féleképpen, méasodik
esetben 5°-3-2 = 750-féleképpen helyezkedhetnek el.

10.

a)2; b)120; ¢ 9—65; d)34; ) %; f) egyszeriisités utan: n(n—1)+n+1=n’>+1.

3, Vardadiol (233, oldal)

1.
32!
a) —; b) 32°.
) 27! )
!
2 22
28!
3. 32%
321 28! . 24!
4, — —— illetve —.
28! 24! 20!
5.
a) 6 -5°;
b) 4’ esetben se 3-as, se 2-es nincs az 6t dobas kozt = 6° —4° esetben lesz 2-es vagy 3-as a dobasok

kozt;
¢) Se 4-es, se 5-0s 4° esetben lesz = 4-es vagy 5-0s 6° —4° esetben lesz;
nincs 4-es 5° esetben = van 4-es 6° —5° esetben;
hasonldan: van 5-6s 6° —5° esetben,
igy a szita-formula alapjén 2- (65 -5 ) - (65 -4 ) = 2550 esetben lesz 4-es és 5-6s a dobasok kozt.
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6. 6" —6-5-4-3=936.

7

8

a) 5!1=120;  b) 4-41=96;  ¢) 9-9-8-7-6-5!=27096;
d)8:7-6:6+7-7-6:16=6720; ¢€) 9-8-7-6+8-8-7-6=5712.

a) Az egyes helyiértéken minden lehetséges szamjegy 4-3-2-1=24-szer fordul eld

= az egyesek Osszértéke: 24-(1+3+5+7+9)=24.25.

A tizes helyiértéken is minden lehetséges szamjegy 24-szer fordul el

= a tizesek Osszértéke: 24-(1+3+5+7+9)-10=24-25-10.

Hasonloan a szazasok osszértéke: 24-(1+3+5+7+9)-100 =24-25-100,

az ezreseké: 24-(1+3+5+7+9)-1000 =24-25-1000,

a tizezreseké: 24-(1+3+5+7+9)-10000 = 24-25-10000.

Az dtjegyii szamok Gsszege: 24-25-(1+10+100+1000+10000) = 6666 600.

b) Az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel (iigyelve arra, hogy a 0 nem allhat eldl):

az egyesek Osszértéke: 18-20,

a tizesek Osszértéke: 18-20-10,

a szazasok osszértéke: 18-20-100,

az ezresek Osszértéke: 18-20-1000,

a tizezresek osszértéke: 24-20-10000.

Az dtjegyli szamok Osszege: 18-20-1111424-20-10000 =5199960.

c) " Az Osszes képezhetd 5-jegyli szam Osszege a fenti gondolatmenettel:

2688-45-1111+3024-45-10000 =1 495186 560.
A csak paratlan szamjegyeket tartalmazo 5-jegyli szamok 6sszege a) alapjan 6 666 600.
A paros szamjegyet tartalmazo 5-jegyl szamok Osszege:

1495186 560—6 666 600 =1488 519 960.

d) A feladatnak ez a része mar inkabb versenyszintii, tobb odafigyelést igénylé probléma. Nézziik

az 0sszeszamlalast!

El6szor hatarozzuk meg az utolso két szamjegybol allo ,.kétjegyli” szamok dsszegét! A lehetsé-
ges végzddések: 04, 08, 20, 40, 60, 80, valamint 12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 52, 56, 64, 68, 72, 76,
84,92, 96.

Azon ,kétjegyll” szamok mindegyike, melyek szamjegyei kozott van 0, 8-7-6=336 darab
szamban szerepel. Ezek Osszege (4+8+20+40+60)-336=44352. Azon kétjegyli szamok
mindegyike, melyek szamjegyei kozott nincs 0, 7-7-6 = 294 darab szamban szerepel. Ezek 0sz-
szege (12+16+24+...+92+96)-294 = 856-294 = 251664. [gy a végzédések Gsszege 290016.
Ezek utan foglalkozzunk az elsé harom szamjegybdl allo szamok dsszegével.

Nézziik meg, hogy azokban a szamokban, melyek utolsé két szamjegye nem tartalmaz 0-t, hany-
szor szerepelnek az egyes szamjegyek az els6 helyen! Kezdjiik az 1-sel! Az egyes csak azokban
a szamokban szerepelhet az elsd helyen, melyek utolso két szamjegye kozott nem szerepel. Ilyen
végzodeés 14 db van. Mind a 14 esetben a masodik helyre 7, a harmadik helyre 6 szamjegy koziil
vélaszthatunk, igy az 1-es az elsé helyen 14-7 - 6-szor szerepel. igy ezek sszege 14-7-6-10" -1.
Hasonléan lehet megnézni a tobbi szamjegyet is. Igy a tizezresek Gsszege ebben az esetben
[14-(143+5+7+9)+9-(2+6)+12-(4+8)]7-6-10* =566-7-6-10".



2 A _

Ehhez hasonléan kapjuk az ezresek és a szazasok dsszegét, ami 566-7-6-10°, illetve 566-7-6-10°.
Ezek dsszege 566-7-6-10% -111=263869200.

Hasonloan végezhetjiik az 6sszeadast azoknal a szamoknal, melyek utolsé két szamjegye kozott
van nulla.

Az 1-es az els6 helyen ezek mindegyikében szerepelhet. Mindegyik esetben 7-6 féleképpen. Igy
ezek 6sszege 6-7-6-10" -1. Hasonldan nézhetjiik meg a tobbi szamjegyet is, csak iigyelni kell a
paros szamjegyekre.

A tizezresek dsszege [6-(1+3+5+7+9)+4-(2+4+6+8)]7-6:10* =190-7-6-10".

Ehhez hasonléan kapjuk az ezresek és a szazasok 6sszegét,ami 190-7-6-10° ,illetve 190-7-6-107.
Ezek dsszege 190-7-6-10> -111 = 88578000.

A teljes 0sszeg 290016 + 263869200 + 88578000 = 352737216.

e) A feladat megoldésa hasonl6 az el6z6hoz, csak kevesebb esetvizsgalatot igényel. E16sz6r nézziik
meg azon szamok 0sszegét, melyek 5-re végzddnek, majd azokét, melyek 0-ra és adjuk 6ssze a
kapott értékeket!

A feladatnak megfeleld 5-re végzddd szamok szama 8-8-7-6 =2688. A végzddéseik Osszege
2688-5=13440. Az els helyre az 6ts és a 0, a tobbi helyre az 5-6s nem keriilhet. Igy az ed-
digi gondolatmenetek alapjan a tizezresek, ezresek, szazasok és tizesek Osszegének az Gsszege
(1+2+3+4+6+7+8+9)-7-6-(8-10* +7-10° +7-10% +7-10") = 147453600.

A 0-ra végz6d6 szamok Osszege. Itt egyszerii a helyzet, mert a 0 végén van, igy azzal nem kell
kiilon foglalkozni. Az eddigi gondolatmenetek alapjan a tizezresek, ezresek, szazasok €s tizesek
osszegének az sszege (1+2+3+4+5+6+7+8+9)-8-7-6-11110 =167983200. igy a keresett
0sszeg 315436800.

9. 2° = 64-féleképpen irhatok be a miiveleti jelek a szamok kozé, de csak 26-féle kiilonbozé ered-
ményt kaphatunk.
A legkisebb eredmény —26, a legnagyobb 28.
Az eredmény lehet 0, de nem lehet 3.

10. n=36.

4, Parmuiidols omolndddol (242, oldal)

1. 5!=120 db; 4-gyel oszthatd: 24 db.

a) 8!=40320;  b)4:2*=384; ) 2-41=48.

8!
3. §:2 =2520.

4 8642
8-2

24.
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“GondolKoHaSIMUSZETEK)
y komINaton KAl 6SZMuSEgSZamilds:

2 =280 permutacio;

5. Osszesen
3

! 7!
-+ =
3141 31.3)
6-tal oszthato 8-jegyii szamok szama 6tode a 8-jegyliek szamanak.

8-jegyli szamok szama: 175;

|
6. — 2 _ 37500,
41.21.21
30
7. =27 405.
4
8.

45 90
a) [ 6 ]=8145 060; b) ( 5 }=43 949 268.

9. Barmely szamotosnek csak egy olyan permutacidja van, melyben a szamjegyek csokkend sorrend-

9
ben kovetik egymast = a keresett 5-jegyli szamok szama: (5 ]= 126.

10. Az 6sszes 5-jegyli szama: 9-8-7-6-5=15120, a csokkend jegyiické 126, igy a nem csdkkend je-
gylické 15120-126 =14 994.

11. Az n elemii halmazbdl az elsd elemet n-féleképpen, a masodikat (7 —1)-féleképpen, a k-adikat pedig

!
(n—k +1)-féleképpen valaszthatjuk ki, azaz dsszesen # -féle modon. Mivel azonban a kiva-
n—k)!

lasztott elemek sorrendje nem szamit, ezért az elébbi eredményt osztani kell azok lehetséges sor-

! n
rendjeinek szamaval, igy egy »n elemii halmaz k elemti részhalmazainak szama . [ ]

(n—k)k! |k

3, Vayyas faladatolca omolnatoriic Korand] (245-245, oldal)
1. 72; 60.

2. 12.

3. 270; 130.

4. 2400.

5. 426; kozelitéleg 0,00097%.

6. 1728.
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) 32 . " 16 . . " 32 (16
c) Osszes eset: , rossz eset (se piros, se zo1d): = j6 eset (piros vagy z061d): - ;
6) (32Y (16 6 6) 6
d) van piros vagy zold: ( 6 ]—[ 6 }

van piros: (362}(264 )
van z1d: (362}(264)
e [HEHERC)

a) 314;
b) csak egy szint hasznal: 3 eset,

pontosan két szint hasznal: 3- (2'4 - 2) eset

= harom szint hasznal: 3' —3-3-(2" —2)=4733820.

30\ (24)(18) (12
11. . . . .
6 6 6 6
30!
593775
12. ] 6!-24! |= 4 .

4
13.

o) () o)

14. A legtobb metszéspont akkor keletkezik, ha barmely metszésponton pontosan két atlo halad ke-
resztiil. igy minden metszésponthoz két atlo tartozik és viszont. Az is nyilvanvalo, hogy két 4tlo
egyértelmiien meghatéroz egy négyszoget. Igy barmely metszésponthoz egy négyszdg, és barmely
négyszdghodz egy metszéspont tartozik. Tehat a hiiszszdg csucsaibol kivalaszthato négyszdgek sza-

. 20
ma megegyezik a maximalis metszéspontok szamaval. Igy a keresett érték ( 4 )z 4845.
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15.
a) 27, b) 25; c) 20.

8, Valos2infisagl idsarlaial, 2 valdszinlisdy szamldlatas fogalina (253, oldal)

1.
1 5
— b) —.
2) 32 ) 16
242
5! 5
1.
NEENRY
5! 10
4. T = (0;1);(0;2);(0;3);(1;0);(1;2);(1;3);(2;0);(2;1);(2;3);(3;0);(3;1);(3;2)};
1
P(A4)=-.
(4)=1
5.
1 5 13 16
- b) —; —; d) —;
2 4 ) 18 ©) 18 ) 81

¢) Komplementer esemény: van 2-es és van 3-as
se 2-es, se 3-as: 4* elemi esemény = van 2-es vagy 3-as: 6* —4* elemi esemény;
nincs 2-es: 5* elemi esemény = van 2-es: 6* —5* elemi esemény;
nincs 3-as: 5* elemi esemény = van 2-es: 6* —5* elemi esemény;
= van 2-es és van 3-as: 2- (64 -5 ) - (64 —44) elemi esemény;

= nincs 2-es vagy nincs 3-as: 6 — (2 (6*-5* ) - (64 —4* )) =2.5*—4" elemi esemény;

s, 2:50 -4 497
= a keresett valoszinliség: ———=—.
6 648
25)(35
2 3
6. ———~<.
60
5
7.
2) 1 : b) 426 : 0 12326 '
43949 268 43949 268 43949 268
8. =
10

64



