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ﬁl{o'mbinatorika, grafok

4. Sorba rendezeési problemak (Ismetles) |

N
Y 2

1.

. kilencjegyli szam:

. kilencjegytli szam:

a)5!=120
b) 3! = 6 (Ha csak a megérkezés szamit.)
31-2!- 21 =24 (Ha az is szamit, hogy hanyféle sorrendben Iépte at az ajtot az 6t ember.)

a)4!=24; b)2!-2!-21=8

a)5!=120; b)2-41=48

. 0-ra végz6do szamok szama 5! = 120

5-re végz6do szamok szama 4 - 4! =96
Osszesen: 216

1, 2, 3 egymas mellett szerepel:

0-ra végz6dok szama 3! - 31 =36

5-re végz6dok szama 2 - 2 - 3! =24
Osszesen: 60

9!
—— =7560
21212131

7! 7! 7!

12-vel oszthato: 7 + + +
2130 212120 2130 212121

=2100 (A 4-gyel vald oszthatosagot elég

vizsgalni.)

8! 8! 8!
+ +
11282130 11212130 1121213)

6! 6! 6! 6! 6! 6! 6! 6! 6!

6! !
+ + +—+ + + +—+——+——=1470
212820 2131 2130 30 2820 282120 2120 31 2131 213!

=5040 (Az els6 helyen 1,2 vagy 3 allhat.)

12-vel oszthato: 3-

a)9-9-8-7-6=27216

b)6-5-4-3-2=720

¢) 27216 —720 =26 496

d)7-7-6-5-4=5880

e)27 216 -5880=21336

)2:8:-8-7-6:-5-7-7-6-5-4=21000 (A szitaformula alkalmazasa.)
g)2-(27216-8-8-7-6-5)—-21336=6216

a) 90 000; b)7776; c)82224; d)28672; €)61328; f)76304; g) 13696

< (4)(28
a) (1 J(s }6!:283 046 400

b)28-27-26-25-24-23=271252 800
c)24-23-22-21-20-19=96909 120



10.

a)4-28 - 6=413 048 832
b) 28° = 481 890 304
¢) 24°= 191 102 976

11.
a) 6°=7776
b) 6°— 3° = 7533 (Legalabb egy dobas paros.)
c)6°—3°=7533
46
e) 6° (Palindromszamok.)
£36-6-9=972

2. Részhalmaz-kivalasztasi problemak; vegyesiosszeszarilal aSINEI At HEoNe
(Ismeties)

(%

1. =27 405

4

20 20

(3 J—1140, b)[4)=4845

10Y'8) (8Y10 108

o e N e
201 21 2 )2

4. {32}201 376
5

5.
HE RN
a) =56 672; b) + + _|=17192
2/ 3 32 ) (4)1 ) (s
L 5)

6. =48 576

21 )3

. 32)(24)(16)(8J= 32! ~9.956-10"
8|8 )8 )8) 8888!

. 4}[4][28}[24)(16}[8)= 428! s 0t
1Jaf 4 )8 )8 )\8) 48:88!

;

X3

2.
a)
3.
a)




» Kombinatorika, grafok

5
a)3!-5!1=720; b) 3!~4!~(3)=1440
11.

a) [2}3"’ =10935; b) ((3

(o))
—
+
R
~
N————
+
TR
(% B o)
—
—+
R
[©) o)
—
N——
o8]
N
Il
[o8)
(e}
o))
L
0
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5 5 5 5 5 5
a) (x+1)’ =(0}x5 1° +(1 J~x4 1 +(2)-x3 1 +(3)~x2 3k +(4]-x1 1 +(5J‘x° 1=

=x" +5x* +10x° +10x% +5x +1

4 4 4 0 4 3 1 4 2 2 4 1 3 4 0 4
b) (a-2) =(OJ-a (-2) +(1 )-a (-2) +(2J-a (-2) +(3J~a (-2) +(4J~a (=2)'=

=a*— 84’ +24d° — 32a +16
¢)(@+h)=

6 6 6 6 6 6 6
-a® b’ + -a’-b'+ at b+ a’-b+ -a’-b*+ a'-b+ -a’-b°
0 1 2 3 4 5 6

=4+ 6a°b + 15a°b* + 20a°h’ + 154°b* + 6ab’ + b°
d@x-1) =

6 6 10 6 5 11 6 4 12 6 3 13 6 2 14 6 1 15
I N T B R VY B B G DA SR G Bl B

6
+(6}x° (=D =x"—6x"+ 15x" — 200’ + 15x —6x + |

i
Y 2



4. Grafelméleti alapismeretek :

I3

4.1. abra 4.2. abra

2. Igen, példaul 4.2. abra.

3. Nem, mert ha az egyik embernek négy ismerdse van, akkor az 6sszes tobbi embert ismeri, igy vi-
szont nem lehet olyan, akinek egy ismerdse sincsen.

a) Nem, mert a fokszamok dsszege paratlan.
b) Nem, mert 0 és 5 fokszam nem lehet egyszerre.
¢) Nem, mert két 1-es és 5-0s és 4-es fokszamu csucsok nem lehetnek
egyszerre.
d) Igen, példaul 4.4. d) abra
10-9

5. — =45
2

. 4.4. d) ab
6. —13212—42=36 yabre

a)4.7. a) dbra D

A
4.7. a) abra

b 24 46
2

¢) Még 2-t, ha Dénest és Elemért is megveri (egy eset).
1,5-t, ha egyszer nyer és egyszer dontetlent jatszik (két eset).
1-et, ha két dontetlent jatszik, vagy egyszer nyer és egyszer veszit (harom eset).
0,5 pontot, ha egyszer dontetlent jatszik és egyszer veszit (két eset).
0 pontot, ha kétszer veszit (egy eset). RXLLY

L]
;



, Hatvany, gyok, logaritmus

8. a graf: komplementer grafja:

9. Igaz.

10. Harman.

(o2}
0



a) 121; b)4; c¢)12; d)3; e)512

a) az elsd a nagyobb (ennek értéke 10°, mig a méasodiké 10™)
b) az els6 a nagyobb (ennek értéke 49, mig a masodiké 4)

3.

2
a)a’h’; b)ab’c; c¢)y"”; d)2; e)b—
a
4.
5 2
a)3; b)-2; C)E d)0,1; e)10; Dg; 20
5.
a)3; b2, o2 d)3; o2 H3; g2 h25 )8 j4
6.

a) =K >¥B=42: b) B=V25<¥27=5; © §E=2,4/%=243,375<2<‘/Z=‘%E

a) 1\2/a_7; b) Q/E; ¥R d) 60/x101

RRATtortKitevoyuihatvanyok

1.
2 9 .
a)s5; b)27; ¢)32; d)l6; e)343; 68, g 5; h) E; 1) 1000;
12
p107: koot b2
1 2 3 2 3 4 2
2.a) 65; b)127; ¢)73; d)y34; e ll4; £H135; g) 21?2
7 » kil Eiy
3.a) 3°; Db) 3%; c¢)312; d)3%
109 2 10 3 s
4.2) x; by y ; c)a’d; d)b;, e)2l+4c?; ) -12d>-192; g)d -27; h)a'+8
7 15

5.2 x"=1; b)x*; ¢)x ®



_Hatvany, gyok, Iogaritmus

lyyviny

1.
a) 64; b) 75%-kal
2.3.2. abra
a) l

b)

3.2. abra a) Az f, g, h, i fiiggvények grafikonja; b) A j, k, [, m
fliggvények grafikonja

1.
13 41
3)3, b)307 C)ga d)12
2.
7 3
-7, b) —; 2; d) =
a) ) 2 c) ) 5
3.
a)l

b) Az egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok halmazan (sot a valos szamok halmazan sincs).
4.
a)—2¢és1; b)-2; ¢)2¢és3

8



Lloglxy)=

5.
a)x=2¢ésy=1; b)x=1éy=1; c)Azegyenletrendszernek nincs megoldasa a valos szamparok
halmazan.

13 7
a)X>—7; b)xS—E; c)x<lvagyx>4; d)-5<x<-2

oA loaidinus a3 finf<d oy, 21 lo gadimusitiggviny

1.
a)4; b) 2; c)-3; d) nem racionalis szam;
5 3 3.0 2
e)_ ] D_ s g) 2: 3 5
1 5 4 3
- -= b3 D-C
o D Ry D

05 503 oS d)% e)g;
£ 1,05 g 105  h4 64 j)100;

4
K4 D6, m) L =;; n)8=512;  0)27°+8—-40=19651
84 49787136

7 ool w5 3.18 : _
a)]E,OO[, b) J-0;5[; 9157 [\{3): d)]

[SSERV)
3
| —
—
|
[OSRIFN
—_—

O T LI 2].
e)]—OO,l[U]3, [9 t):| 4,3[, g) R\{ll},

h) 14;7[; i)]—%;6[; j) ]—°°;—7[U]—%;°°[

4.5.4. dbra

<

a) ]-2;00] oI\
b) 14500

¢) J-1;00[
d) J1;00[
e) ]-3;00[

5.4. abra

P



_Hatvany, qyok, logartmus

6. A logaritmus azonossagai

1.
a)2; b)3; ¢)3;d 3

2.
2
a) 10; b)g; ca, d)b

a) 1; b)%; c)-1; d)y1;, e)0

v~ Logaritmikusiegyenletek; egyenletrentsZereR €SB ENIHENEEHER

1.
5 10 15
a)——; b)—-——; ¢)6; d) —; e)4; 6; 14; h)2
) 5 ) 3 ) )13 )4, D6 g) )
2.
a)g; b) 3; c)25¢és £; d) 0,1 és 0,001
2 2 5
3.
1
a)2; b)25; ¢)49; d)9és§; e)16ési/z
4.
. . f27 , /3 .
a)x=8¢y=81;, b)yx=10¢éy=0,1; ¢)x=,]—¢és y=,—; d)x=5éy=1
35 35
5.

11 1 11 9 1
a) ——<x<—; b) — <x<16; c)3<x<—=; d) -<x<2
) 3 3 ) 3 ) 5 ) 5

0 '



1A iflgonomaidied] snulilcismail 43

1.
a) 2882 cm’ =407,29 cm’;  b) 96\/2—x/§ cm=73,48 cm; c¢) 6\/4—2\/5 cm = 6,49 cm;
2.
a) 951,46 m’; b) 74,67°
4
3. 5 vagy —%
B2 2%
120 ¥ T2
5. 21
50
6 7 va 17
13 & 13
7.

a)A cos(z—a J-t sin a—val (potszogek szogfiiggvényeire vonatkoz6 azonossag), cos (o + ) — t
(cos a)-val helyettesitve, sin”c = 1 — cos’a-t kapunk, ahonnan sin’ o + cos’a = 1.

-t kapunk. Ezt cos’ a-val beszorozva

2

b)A ctg(z -a )— ttg a —val helyettesitve, tg’o +1=
2 cos “a

sin’ ¢ + cos’or = 1-t kapunk.

1 T 2tga T T
) ————=tg| ——a | -1 atg| ——a |=ctga|la#—k, ke Z
) cos” o —sin’ a g(2 J 1-tg’a g(Z ) g ( 2 )

azonossag alapjan

2tga , .
— 5 =ctga- > a tga -ctga =1 azonossag szerint
cos” o —sin” o 1-tg'a
1 2 2 2 2 4l
- = - “(cos"a—sm a)l-tg"a) (a #k—, ke
> 5 ——1 / 1-tg k—,keZ
cos"a—sin“a l-tg'a 4

1-tg’a =2cos” o —2sin’ a —(cos2 a —sin’ a)(l—tgza)

1—tg’a =2cos” o —2sin’ o —cos” o +sin’ o +sin” a —sin® o - tg’ar

1-tg’a =cos’ a —sin’ a - tg’a az 1 =sin” o +cos’ a azonossag alapjin
.2 2 .2 2 2 sSin o .y,
sin’a —tg’a =—sin’ a - tg’a a tg’a =——— alapjan
cos’ o

sin? & - cos® o —sin* @ = —sin’ @ -sin’ «
sin® a - (cos’ o —1) = —sin* «

. 4 o aind
—sin’ o =—sin" o Yy

S



I\:|‘=l\
)
/

oS

S

>~

—
—~ N ow

) b3
CCIVapY. Pty
1.8. a) abra Az f fiiggvény grafikonja 1.8. b) abra A g fiiggvény grafikonja

c) d) "

\
I
-
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1.8. ¢) abra A / fiiggvény grafikonja  1.8. d) abra Az i fiiggvény grafikonja

eoe ooe ecee eoe eoe eoe ©0000000000000000000000000000000000000000

2, T igonomaiddils agyanlaial], ‘

1.

137 2k7r
a keZ
) —— 30 — (ke Z)

b)5+2kn,%”+2l %’Hz %+2nﬂ (k, 1, m, ne 7);

rovidebben: g+k7r 7 i (k,le Z)

0) %+k7‘[, 377{+l7r (k, | € Z); rovidebben: %+k% (ke Z)

d) %+k7t (ke 7)

T I
a) ——+kn,— (k,leZ
) 2 3( )

12 k



b) £+k7r, 3—ﬂ+lﬂ, 5—7T+m7r, 7—7T+n7r (k,l,m,ne 7);
8 8 8 8

rovidebben: %+ ]iTﬂ (ke Z)

o) vk, ZE L ln (k. I € 7: rovidebben: *—+k (ke 7)
12 12 122

d)x = 0,1159+kT” (ke Z)

2 e )
123

by Zakr, - Z+ 27 k. 1e 7)
6 18 3

a) 3—ﬂ+2k7r,
4

T kr
——+— (ke Z
©) 9 3( )

n  km
d) ——+— (ke Z
)42(6)

a) —%—kn’ (ke Z)

b) —i+k—”,%+1n (k,le7)

24 2
o) ~Ziokr, =12 ko 1e )
4 12 3

d) ?—g—kn (ke Z)

3, gounomaidls agyanlaiale]], ‘

1.

sse0s0000

a) %+2k7r, %T+217r, %T+2m7t, %+2nﬂ (k, 1, m, ne 7);

roévidebben: %+k7r, 5%+l7r (k,leZ)
S5t
b) 5 +kn (ke Z)

©) %+k7r (ke 7)
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a) §+2kﬂ, %+2m, %T+2m7r (k,l,m,e Z)

b) x =—0,3584+2kx, x =3,5000+ 27 (k,l € Z)

) %+k7r, x=2,1588+1n (k,l€7)

d) x =1,1437 + 2k, x = 5,1395+2Ix (k,l€ Z)

a) 1. megoldas:
Szorzatta alakitjuk: (3sin x — cos x)(sin x — cos x) = 0
2. megoldas:
Osszuk el az egyenlet két oldalat cos” x-szel, igy 3tg’x — 4 tg x + 1 = 0 egyenletet kapjuk!

3. megoldas:
Oldjuk meg az egyenletet sin x-re, s tekintsiik a cos x-et paraméternek!

Megoldas: %+k7r, x=0,3217+In (k,le Z)

b) 1. megoldas:

V2 V2

Szorozzuk be az egyenlet két oldalat % -vel, igyT sin x + R cosx =— % -t kapunk. A baloldal

az addicios tételek miatt sin (x + % } ahonnan x+ % = %T +2km és x +% = % +2Ir (k,le Z).

. 117 197
lgy x=—+2knm és x=——+2In (k,le 7).
AT 2 (hle2)
2. megoldas:
Emeljiikk mindkét oldalt négyzetre! (Vigyazat ez nem ekvivalens atalakitas!)

. 2 . ) 1
sin” x + 2sin x - coS X + cos x=5
. 1
14+2sinx-cosx =—
2
. 1
sin2x =——
2

Ahonnan: x = Z—Z+kﬂ vagy x =%+ln (k,le Z).

A [0; 27t] —on beliili megoldasokat visszahelyettesitve, csak két eset marad x-re:
w= T okresx = OF 4 oix (k1€ 7).
12 12

3. megoldas:
Emeljiik az egyenlet mindkét oldalat négyzetre, s szorozzunk be kett6vel:

2sin” x+4sinxcosx+2cos’ x =1
A jobb oldalt helyettesitsiik sin” x +cos” x-szel! Majd osszunk el mindkét oldalt cos” x-szel!
A kapott egyenlet tgx-re nézve masodfoku, amit a masodfoku egyenlet megoldoképletével

oldhatunk meg.



4.
a) 2k, 377[+21n' (k,le 7)

b) Nincs valds megoldas.

A Tgonomaidious dgyanldilansdygal (Iagds4i:0, 2mali s2intil tananyag)

) | Zvkm Evkn| U [Frim i | (ke 7)
6 2 2 6

©)
2.

[ o w]

a) |k—;—+k—| (ke Z

)_ 274 2_( )

b) —5+k—”;1+k—”] (ke Z)
| 8 278 2

c) —%+k7t;k7r (ke 7)

a) [2km;m +2kn] (ke Z)

knm m  krm

¢) [2km; 7 +2kn] (ke Z)

d) Jkr: 0,4636+k7r]u[1,1071+kﬂ;%+kn|: (ke Z)
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~Atngonometnaralkalmazasan

SRSl arsisZorzZat

1.

3 3
a)0; b)——; ¢)——; d)2
) )2 )2 )

a) 105° ) 90°% c) 118,24°

3. A legnagyobb szog (két tizedes jegyre kerekitve): 112,62°
A legkisebb szog (két tizedes jegyre kerekitve): 64,98°

4.
a) cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° - cos 45° - sin 30°- sin 45° = ﬁﬁ—lﬂz Jo-v2
2 2 22 4
b)Sin75°:sin(30°-|-45°)=sin30°~cos45°+cos30°‘sin45°:%-%+§~72:\/§:\/g

V2446
sin75 Z o2 (Yorv2) 3+43 ) 3

cos75°_\/E—\/E_\/E—\/E_(\/E—\/E)(\/Eh/f) 4
4

c)tg 75° =

N R 2-3 L
Dete 73 = tg75°_2+x/§_(2+\6)(2—\/§)_2 ¥

a) cos 2a =cos(a +a)=cosa -cosa —sina -sino = cos’ a —sin’ a
b) sin2a =sin(a +a) =sina -cosa +cosa -sina =2sina - cosa
sino-cosf  cosa-sinf

sin(a+fB) sino-cosf+cosa-sinfB  cosa-cosff  cosa-cosf

Oeleh cos(a+f8) cosa-cosf —sinc-sinf cosa-cosf sina-sinfi
tga +tg P cosa~cos/3_cosa-cos[3
l-1ga-1gp
sino-cosf cosa-sin fB
d)tg (0 —PB) = sin(a =) _ Sina~cosﬁ—cc.)sa~s%nﬁ _ cosa-cos f8 _C(')S(x.c'osﬂ _
cos(a—f) cosa-cosf+sina-sinf cosa-cosﬂ+sma-s1nﬁ
cosa-cos B cosa-cosf
tga—tgf
I+tga-tgf

tga+tga  2tga

tg2a=tg(a+a)= =
° '8 el ) I-tga-tga 1-tg’a

Az itt bizonyitott azonossagok csak abban az esetben érvényesek, ha a benniik szerepld
szogfiiggvények értelmezve vannak.

16



3, 035421t d3alca o5 ol 45 54021 ko2t

a) hegyesszogii
b) tompaszdgii
c¢) hegyesszogii
d) Nem létezik ilyen haromszog.

2. A trapéz szogei (két tizedes jegyre kerekitve): 53,13°, 73,74°, 126,87°, 106,26°.
A trapéz teriilete: 9 cm’
3.a=21,63cm, b=2563cm,c=15cm, a=57,43° B~86,82° 7=3575.T=162 cm’.

4. Két ilyen paralelogramma létezik. Az elsSben a hianyzo6 oldal hossza, és teriilete: 3,82 cm és 21,04 cm’.
A masikban 15,34 cm és 84,37 cm’.

5. A hianyzo oldalak hossza: 9,61 dm és 30,13 dm. A haromszdg szogei: 17,81°, 55,98°, 106,21°.
6. A haromszog oldalai: 12, 20 és 28 egység. A haromszog szdgei: 38,21°, 21,79°, 120°.



:
6 ‘l{t‘mrdinéta-geometria

), Valcorolen Koordindzisilor) |

1.
a) @(2-5), b(48), ¢(-6;3), d(2:3)
b) @+b(6;3), a+c+d(-2;1), ¢—a(-88), a—b+c(-8-10), a+b+c+d(2;9)

—%5(2;—1), 3G+¢—2d (—4;—18), 5ad+2b +3¢(0;0)

¢) 1.1. ¢) bra AB(2;13), DB(2;5),BC(~10;-5),CB(10;5)

y
IETI5

:/) T
c (10;5) D

1.1. ¢) abra

2. A (-3;8), B (-8;-3), C(3;-8), D(8;3)

A négyzet teriilete: 146 teriiletegység, kerillete: 44/146 egység.
3. A(=2;-2), B(1;-11), C(10;-8), D(7;1)

A négyzet keriilete: 12+/10 egység, teriilete: 90 t.e.

4. Négy ilyen téglalap van.
Els6 esetben (AB a rovidebbik oldal) a két hianyzo csucs: C(14;5), D(11;9).
Masodik esetben (AB a rovidebbik oldal) a két hianyzé cstics: C(—5;-3), D(-2;-7).

Harmadik esetben (AB a hosszabbik oldal) a két hianyzo cstcs: C(8; %), D(5; % ).

Negyedik esetben (AB a hosszabbik oldal) a két hianyzo cstcs: C(4; —% ), D(1; %).

Az els6 és a masodik esetben a keriilet 30 egység, a teriilet 50 t.e.
A harmadik és negyedik esetben a kertilet 15 egység, a teriilet 12,5 t.e.

a) Keriilete /130 ++/45 + /109 = 28,55 egység, teriilete 34,5 t.e. (Héron-képlettel szamolva: 34,58).

b) Kertilete 157 + Ja1+40 =~25,26 egység, teriilete 7 t.e. (Héron-képlettel szamolva: 6,86).

18 k



——
-1

7o r

2. Tajékozodas a koordinata-rendszerben|

I

1. Az a és ¢ vektorok parhuzamosak.
2.Az G és € illetvea b ésf vektorok parhuzamosak. Az a és ¢ -re mer6leges a b és azf vektor.

A d mer8leges az é vektorra.

3. Az abraval ellentétben nem egy haromszdget, hanem egy konkav négyszoget latunk.
1. megoldas:
A ,,nagy haromszog rovidebbik befogojaval” szemkozti csticspontjat origonak valasztva az atfogd
két végpontjanak (jeloljiik A-val és B-vel) és a kozbiilsé pontnak (jeloljilk D-vel) a koordinatai:
A(0,0), D(8; 3), B(13; 5). Igy AD (8;3), ﬁé(S; 2) . Akét vektor nem egyallasi, tehat a harom pont
nem egy egyenesre illeszkedik.
2. megoldas: 3
A narancssarga derékszogli haromszog rovidebb befogojaval szemkozti szogének tangense 3

A lila derékszogii haromszog rovidebb befogdjaval szemkdzti szogének tangense 2 . Igy akét szog
nem egyezhet meg. 5

4.
a)P(-7:3);  b)P,(7:-3); o P(7:3);  d)Py(7:3); e P, (=3-7)és P, (3;7);
DP.(-1;-7);  @P,(3;-3); hP,G3;5)

5.2.5. abra 94 o)
D25 M@ (-0 (2]

6. (_1?7; % ) 2
a) (4:4), (-4:4), (44, (4-4)

b) (2;2), (-2:-2)

0) (3\5;3\5),(—3\/5;3\5),(—3\/5;—3\/5),(3\5;—3\/5) B/ ’
d) (3;3), (-3;-3)

e) Az y = —x egyenes origotél kiilonbozo pontjai. 2.5. dibra

ﬂ (5\/5.5\5) [_5\/5,_5\/5) {5\/5,_5\5) [_5\/5'5\/5]

E E B

2 2 2 2 2 2

)

2 2

3
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2.
a) c=—-a,d=-b
- 1= 1-
b) k,,=—a+—=b
) AB 2 2
— 1= 1-
k,., =—b——a
o2 2
. 1- 1-
=——a—-—=b
CD 2 2
—_— 1=~ 1=
k,=—a—=b
AD 2 2
1-
c) —b
) 3
1- 1-
d) ——a—->b
) 2 6
. - . B 5 79 3
3. Az ABC haromszog sulypontja: (1; 2). Az oldalfelezd pontok: F,, 5;5 L,F\c —5;5 , Foc 5;_1

A felezépontok altal alkotott haromszog stiilypontja szintén: (1;2).
A két stilypont megegyezik.

4. P —@;ﬁ
3°5

5. B (6;-9)
6. A két sulypont megegyezik: (% 4)

7. Barmely ABCDEF hatszog AB, CD, EF oldalainak felezOpontjai altal alkotott haromszdg stlypont-
ja megegyezik a masik harom oldal felezépontjai altal alkotott haromszog stlypontjaval.
Legyen a hatszdg hat cstcsa: A(x,; y,), B(xy; ,), C(x35 v3), D(x,; v,), E(xg; vs), F(Xg; V)
Ekkor az oldalak felezopontjai:
X +x, y+y
F 1 2 ’ 1 2
W[50
X, +X, y,+y
FBC 2 2 3 ; 2 2 3
X, +x, y;+y
F 3 4 ; 3 4
D 2 2
X, +x; y,+y
F 4 5 , 4 5
DE 2 2
X+ X5 Vs + Vg
2 7 2
X, +Xx .y6+y1)

2 2
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(x-u) + (y=v)*=r

Az F,F . F,. haromszog stlypontja:

xl+x2+x3+x4+x5+x6 y1+y2+J’3+J/4+J’5+J’6
2 2 2 .2 2 2 azaz
3 ’ 3 i
B A A e A A T e N A
6 ’ 6
Az Fy F, F., hiromszog sulypontja:
x2+x3+x4+x5+x6+x1 y2+y3+y4+y5+y6+yl
2 2 2 .2 2 2 | wous
3 ’ 3 i
xl+x2+x3+x4+xs+x6_yl+y2+y3+y4+y5+y6J
6 ’ 6

2, 2 agyangs nodnilyalkiores agyanlaia

1. Az egyenesre illeszkednek a kdvetkez6 pontok: 4, D, E

2.
a) 5Sx +2y =24
b)2x—-y=7
¢)3x+2y=-19
3.4.3. abra
a) Az egyenes egy normalvektora: 7 (6; 5);), redl L EAERE
Az egyenes pontjai koziil harom: (0;—5} (l;—%} (2;-3).
b) Az egyenes egy normalvektora: 7 (4;-3). .
X
N 5 13 {
Az egyenes pontjai koziil harom: 0;3 L (1;3), 2;?
6X +5y =—
c¢) Az egyenes egy normalvektora: 7 (1;1).
Az egyenes pontjai koziil harom: (0;-5), (1;-6), (2;-7). 43 i
D. abra

4. Ha az A-n megy at: —x +y =—6.
Ha a B-n megy at: —x +y =4.

5.x+2y=7
a)y=-3; n(0;1).
b)x=4; 7i(1;0).

7. 7 (4;3);4x+3y =0
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bRAZegyenesiegyenieteimasiatatokip]

1.

a) 3x+8y=2; 7i(3;8)
b) —7x+2y=0; 7 (-7;2)
c) Sx+3y=36;1n(5;3)

3 -
a) tga :g; a =30,96°; v (5;3)

4 -

b) tga =—§; a =-23,96°% v (-9;4)

c) tga =%; a =27,47°% v (25;13)

d) tga =—§; a =-=53,13%v (-3;4)

3.
a) 68,2°; b) 0%
c) 79,7°; d) -36,87°;
e) 31,61°; f) 65,56°%;
g) —32,47°
4.
a) —4x +y=-5; b) 2x +y=13;
y=T7, d) —4x +y=-51;
e)—4x+ty=-5; f)—4x+y=0
5.
a) (0;12) és (7;0)
b) (0;18) és (25;0)

Az L +% =1 (a, b # 0) egyenletii egyenes a koordinata tengelyeket a (0;b) és az (a;0) pontokban
a

al-|b
metszi. A kimetszett haromszog teriilete: w , igy az a) pontban keletkezett haromszog teriilete

42 t.e., a b) pontban keletkezett haromszog teriilete 225 t.e.

5, Bgyanasale oinamossiginalc ds mardlagessiygl

B0 ENESERINELSZESPONH

1. A b parhuzamos a d-vel és merdlegesek az a-ra.
A ¢ parhuzamos az e-vel, és mer6legesek az f-re.
2. A parhuzamos: 2x + 3y =0,
a mer6leges: —3x + 2y =0.

22 k
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C-u) + (y-v)=r

3. —\/§x+y=—8\/§+5
a) —~Bx+y=8/3-5
b) x+3y=-8-5\3

(93 34)
a) (-3;5); b) (7;1); c, (14;-8); d) | ===

477 47
5.4G3:-1),  B(=23),  ((6:5)
A haromszog nem derékszogi.

K =/68 + 41 +/45 = 217 +/41+35 = 21,36 egység
T=21te.
6. 5x -8y =29

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.
a)M(3;1);  b)M(4;9)
2.
a)O(é;zJ,r=—m; b)O(l;é),r=—m
22 2 2 2

3. Az adott egyenes ¢s az AB felezomerdlegesének metszéspontja, vagyis a (7;-5) pont.

4. \/240,1 =15,5
5. Két ilyen haromszog létezik.
Az els6 csucspontjai: (—13; -2), (-9; =5) és (—6; —1).
A masodik csticspontjai: (—13; -2), (-9; =5), (-12; -9).
A keriilet és a teriilet a két esetben megegyezik. K= 10+ 5\2 egység, T=12,5 te.

6. 1963 _ 11,62
169
7. A négy csucspont: A(—2; 0), B(4;-2), C(4;2), D(1; 3)
Keriilete: 3410 +3v/2 +4 = 17,73 egység
Tertilete: 18 t.e.

23
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.a)(x—2)2+(y—7)2=9

az x tengellyel parhuzamos atmérdjének két végpontja: (—1;7), (5;7)
az y tengellyel parhuzamos atmérdjének két végpontja: (2;10), (2;4)
egy belso pontja: (1;8)
egy kiils6 pontja: (-2011;-2011)

b) (x + 13y + (y—4)* = 64
az x tengellyel parhuzamos atmérdjének két végpontja: (—5:;4), (-21;4)
az y tengellyel parhuzamos atmérdjének két végpontja: (—13;12), (-13;-4)
egy bels6 pontja: (—13;5)
egy kiils6 pontja: (—2011;-2011)

)X’ +(y+5) =100
az x tengellyel parhuzamos atmérdjének két végpontja: (10;-5), (—10;-5)
az y tengellyel parhuzamos atmérdjének két végpontja: (0;5), (0;-15)
egy bels6 pontja: (0;—4)
egy kiilsé pontja: (2011;-2011)

a) Kornek az egyenlete. A kor kozéppontja: (12;-9), sugara: 11.

b) Kdrnek az egyenlete. A kor kozéppontja: (—10;0), sugara: 8.
c) Kornek az egyenlete. A kor kozéppontja: (—3;7), sugara: 2.
d) Kornek az egyenlete. A kor kozéppontja: (8;8), sugara: 14.
e) Nem kornek az egyenlete.

.a)(x+3)2+(y—2)2:64

b) (x— 9y +)" =136

¢) (x—4)y +(y-2)" =45

d) Két ilyen kér is van: (x — 5)* + (y — 2)* = 16, illetve (x + 3)° + (v —2)° = 16
e) Két ilyen kor is van: (x — 5)* + (y — 5)* =25 és (x —29)’ + (y — 29)* = 841

a) (x+%) +(y=5) =%

by (x— 1)+ —172=13

c) x+§2+ —22—7—4
2 YT T

d)(x—=3)+(-2)=50

. Ha x = 0, akkor a levagott hur hossza: 67 .

Ha x = -3, akkor a levagott htr hossza: 1243 .
Ha x = -9, akkor a levagott har hossza: 24.

Ha x =—11, akkor a levagott hur hossza: 4435 .
Ha x = 3, akkor a levagott htr hossza: 0.

Ha x =5, akkor nincs levagott hur.



() +(y=v)*=r®

PDRAKorokesegyenesekdol cSonpshelyZate

a) (2;0) és (-3;5)
b) (13;3) és (1;-1)

2. A korvonal és az adott egyenesre merdleges, a kor kozéppontjan athaladd egyenes metszéspontjai
koziil az egyik pont: (2;1)

3.3x—5y=13és3x - 5y=-55

a) (x—9)’ +(y—4) =81
b)(x-9)+(—-4) =16
169
) (x=9) +(y-4) =—
) (v=9) +(r-4) =12
5. Metszéspontok: (—1;3) és (3;5).
A koz0s hiiron atmend egyenes egyenlete: x — 2y = —7.
6.x+2y=-3ésx+2y=-27
7. Akét érint6 egyenlete: x + y =3 és —x + 7y =—67.
A két érintd altal bezart szog: 53,13°.

10,4 parayola (Gagdsiid, smalis2inii mnanyay)

1.p=16
A vezéregyenes egyenlete: y =—10

1
=—(x+5)*-2
y 32( )

2. A htr hossza: 32
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a) A = {FFF, FFL, FIF, IFF}
A Egy érmét egymas utan haromszor feldobunk, és a dobasok ko6zott legfeljebb egy fej lesz.
A= {FIL, IFL IIF, III}
b)B=1{2,3,5}
B:A szabalyos dobokockaval 1-et vagy Osszetett szamot dobunk.
B={1,4,6}
) C={123,213,312, 321}

C:Az1,2,3 szamok véletlen sorrendje esetén az 1 és a 2 nem keriilnek egymas mellé.
C=1{132,231}
d)D={1,2}
D: Egy szabalyos dobokockaval legalabb 3-ast dobunk.
D=1{3,4,5, 6}
e) E={l}
E: Egy szabalyos dobokockaval nem kdbszamot dobunk.
E={2,3,4,5,6}

a)A+ B = {12, 14, 15, 16, 21, 22, 24, 26, 32, 33, 34, 36, 42, 44, 45, 46, 51, 52, 54, 56, 62, 63, 64,
66

b) A - B = {12, 24, 36, 42, 54, 66}

c)A-B=1{15,21,33,45,51,63}

d) 4 = {11, 13, 14, 16, 22, 23, 25, 26, 31, 32, 34, 35, 41, 43, 44, 46, 52, 53, 55, 56, 61, 62, 64,
651

¢) A+B={11,13,23,25,31,35,41, 43,53, 55, 61, 65}
f) A-B={11,13,14,15,16,21,22,23,25,26, 31, 32,33, 34,35, 41,43, 44,45, 46, 51,52, 53,
55,56, 61, 62, 63, 64, 65}

3. Jeloljiik a lapokat a kovetkezképpen: M (makk), Z (zold), T (tok), P (piros) VII, VIII, IX, X, A
(also), F (felsd), K (kiraly), A (asz)
a) piros vagy zold figurat hiizunk: {PA, PF, PK, PA, ZA, ZF, ZK, ZA}
b) pirosat, vagy zold figurat: {PVII, PVIII, PIX, PX, PA, PF, PK, PA, ZA, ZF, ZK, ZA}
¢) figurat huzunk: {MA, MF, MK, MA, ZA, ZF, ZK, ZA, TA, TF, TK, TA, PA, PF, PK, PA}
d) piros figurat huzunk: {PA, PF, PK, PA}
e) lehetetlen esemény
f) makk vagy tok figurat huzunk: {MA, MF, MK, MA, TA, TF, TK, TA}
g) figurat hiizunk: {MA, MF, MK, MA, ZA, ZF, ZK, ZA, TA, TF, TK, TA, PA, PF, PK, PA}

2
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1 1 1 5 5 49 6 -5

a) —; b) —; c) —; d =—; — ~0,5981
)2 )6 )4 ) f)

’ 6 54 54 6’
2 2
5
3.
8 4 8) (8
3) ~0.0113 b >~ 0.0008 2\ 0,045
a) 735y~ %01 B) AR =0,0008¢) VIS
3 3 3
4\ (4 32 28
) 2 U 0,0048 3 3 ) 0,335
) 32 ~ Yy ) e) 32 =Y
3 3
4.
15) (12 3) (12 3
3 3 1] 2 !3 I
a) ~0,5165; b) ~0,4352; ¢ ~0,0022
15 15 15
3 3 3
5.

5 &5 5 s 65— 4°
a) 6 655 ~0,5981; b) 6675:0’5981; ¢) 6—5zo’8683;

65_55 +65_55 _65_45

¢ 6’ 6’ 6’

=0,3279

6. A 7-esnek nagyobb a valdszintisége.

1
a —
)3

l g l.32 .34
b) =0,234375

66

o7
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1. Elsé: 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6
Terjedelme: 0
Atlagos abszolut eltérése: 0
Szorésa: 0
Relativ szorasa: 0
Masodik: 4, 6, 6, 6, 6, 6, 8
Terjedelme: 4

, 4
Atlagos abszolut eltérése: —

Szorasnégyzete: 5

8
Szorasa: \/; =1,07

Relativ szorasa: 0,1782

2.
a) Az atlag, a modusz és a median 6-tal né. A terjedelem, az atlagos abszolut eltérés ¢és a szoras nem
valtozik.
b) Az atlag, a mdédusz, a median, a terjedelem, az atlagos abszolut eltérés és a szoras 28-szorosara
valtozik.
3. 3.3. dbra
lanyok Fiuk
Mobdusz 4 3
Median 4 3
, 11 52
Atlag o~ =
3 15
Terjedelem 3 3
Szérasnégyzet 8 176
z v = —
& 9 225
Szoras 0,9428 0,8844
, 4 172
Atlagos abszolut eltérés = -
5 225

2
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